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PREFACIO 


El autor del presente folleto reiteradamente daba las lecciones 
dedicadas а la teoría de construcciones geométricas, а los 
participantes de las olimpiadas matemáticas las que, al empezar 
desde el año 1947, se organizan anualmente para los alumnos 
de escuelas secundarias en la ciudad de Lvov. Estas lecciones 
sirvieron de base para escribir el primer capitulo de la obra 
dada. 

En el segundo capitulo se exponen las investigaciones del autor 
referentes a las construcciones geométricas que se realizan mediante 
un compás con abertura limitada de sus varillas. 

El folleto propuesto está escrito para amplios círculos de 
lectores. Tiene por objeto de ayudar a maestros y alumnos de 
grados superiores de escuela media a familiarizarse con las 
construcciones geométricas que se cumplen con ayuda de un 
sólo compás. Este texto puede servir de material didáctico en 
trabajo de los círculos matemáticos escolares. Además, lo pueden 
usar los estudiantes de las facultades de fisica y matemáticas 
de los centros de enseñanza superior pedagógicos y las universidades 
al estudiar el curso de matemática elemental. 

El autor considera por su deber de expresar la más cincera 
gratitud al profesor A. S. Kovañko, a los docentes V. F. Rogachenko 
y L.F. Teslenko que han examinado cuidadosamente el manuscrito 
y han dado una serie de consejos e indicaciones valiosos. 


INTRODUCCIÓN 


Las construcciones geométricas es un factor esencial de estudias 
matemáticos; también éstas representan un arma potente en las 
investigaciones geométricas. 

La limitación tradicional en útiles usados para las construcciones 
geométricas sólo por el compás y la regla asciende a la remota 
antigüedad. La célebre geometria de Euclides (euclidiana) (IU siglo 
але) se fundó sobre las construcciones geométricas cumplidas 
mediante el compás y la regla; además el compás y la regla 
se consideraron como herramientas equivalentes; fue completamente 
indiferente cómo se realizaban unas construcciones separadas: 
con ayuda del compás y la regla, por medio de un compás o de 
una regla solamente. 

Ya hace mucho se notó que el compás es una herramienta 
más precisa y más perfecta que la regla y que es posible cumplir 
ciertas construcciones, valiéndose sólo del compás y sin recurrir 
а la regla, por ejemplo, dividir una circunferencia en seis partes 
iguales; trazar un punto simétrico al punto dado respecto a la 
recta dada, etc. Se prestó la atención al hecho de que para 
grabar en las placas metálicas finas, para trazar los círculos 
primitivos de los instrumentos astronómicos se emplea, como regla, 
sólo el compás. Lo último probablemente sirvió de impulso para 
investigar las construcciones geométricas realizadas valiéndose de 
un sólo compás. 

En el año 1797 el matemático italiano, profesor de la universidad 
en Pavia Lorenzo Mascheroni publicó un gran trabajo “Geometría 
del compás” que después fue traducido al francés y alemán, En 
esta obra se demostró la propuesta siguiente: 

Todos los problemas de construcción que se resuelven con 
ayuda del compás y la regla, pueden resolverse con precisión 
empleando sólo un compás. 

En 1890 A. Adler demostró esta айгтасїбп por un procedimiento 
original con ayuda de la inversión. También propuso el método 
general para resolver los problemas geométricos de construcción 
por medio de un compás solamente. En el año 1928 el matemático 
danes Guelmslev encontró en una tienda de libros en Copenhague 
el libro de G. Mohr titulado “Euclides danés” y publicado en 
1672 en Amsterdam. En la primera parte de este libro se da la 
solución total del problema de Mascheroni. De este modo mucho 


tiempo antes de Mascheroni fue mostrado que todas las 
construcciones geométricas en las que se usan el compás y la 
regla, pueden cumplirse valiéndose sólo de un compás. 

La parte de geometría en la que se estudian las construcciones 
geométricas cumplidas mediante un compás, se llama geometría 
del compás. En 1833 el geómetra suizo Jacobo Steiner publicó 
su obra “Construcciones geométricas realizadas con ayuda de una 
línea recta y un círculo fijo” en la que examinó de modo más 
completo las construcciones hechas con una regla. El resultado 
principal de este trabajo es posible expresar en forma de la 
propuesta siguiente: 

Cada problema de construcción resoluble por medio del compás 
y la regla, puede solucionarse valiéndose de una sola regla, si 
en el plano del dibujo se da una circunferencia constante y su 
centro. 

De este modo, para que la regla sea equivalente al compás, 
es suficiente usar sólo una vez el compás. 

El gran matemático ruso М. 1. Lobachevski en primera mitad 
del siglo XIX descubrió nueva geometría que luego recibió el 
nombre de la geometría no euclidiana o hiperbólica de Lobachevski. 
En último tiempo, gracias a los trabajos de un número grande 
de cientificos, sobre todo, de los soviéticos, se desarrolla 
impetuosamente la teoría de las construcciones geométricas en el 
plano de Lobachevski. 

A.S. Smogorzhevski, V.F. Rogachenko, K.K. Mokrischev y 
otros matemáticos en sus obras examinaron las construcciones en el 
plano de Lobachevski sin ayuda de la regla, además se demostró 
la posibiladad de cumplir las construcciones análogas a las de 
Mascheroni en el plano euclidiano. 

La preponderancia de las investigaciones dedicadas a los 
problemas generales motivó el hecho de que con las obras de los 
científicos soviéticos se formuló una teoría suficientemente completa 
y precisa de las construcciones geométricas еп el plano de Lobachev- 
ski que es poco probable que ceda su conclusión ante la teoria 
de las construcciones geométricas en el plano euclidiano. 


CAPITULO 1 


CONSTRUCCIONES | 
CON UN SÓLO COMPÁS 


$ 1. CÓMO ES POSIBLE RESOLVER 
LOS PROBLEMAS GEOMÉTRICOS 
DE CONSTRUCCIÓN VALIÉNDOSE SÓLO 
DE UN COMPÁS. TEOREMA FUNDAMENTAL 


En el párrafo dado se demostrará el tcorema fundamental de 
la geometría del compás para lo que es necesario examinar 
previamente las soluciones de algunos problemas de construir 
utilizando sólo un compás. 

Al usar sólo un compás, no podremos, claro está, trazar una 
línea recta continua prefijada por dos puntos, aunque demostraremos 
más adelante cómo, empleando sólo un compás, se puede marcar 
uno, dos y, en general, cualquier número de puntos que se 
situen de modo cualquier denso en la recta dada". Por consiguiente, 
el trazado de una linca recta no se asegura completamente 
por la teoría de Mohr — Mascheroni. 

En la geometría del compás una linea recta о un segmento se 
determina por dos puntos y no se ргећја en forma de una Ипса 
recta continua (trazada con ayuda de una regla) La construccion 
DE UNA LINEA RECTA SE CONSIDERA POR TERMINADA EN H MOMENTO EN QUÉ 
SE ENCUENTREN DETERMINADOS CUALESQUIER DOS DE SUS PUNTOS 

Convengamos en ulterior escribir la frase “Desde el punto 
A como centro, describimos la: circunferencia del radio ВС (o 
tracemos el arco) en forma abreviada de este modo: “Describimos 
la circunferencia (А. BC)”, o “Trazamos la circunferencia (А, BC)" 
o aun más brevemente: “Describimos (4, ВО“. En vez del 
simbolo (А, AB) escribiremos (А, В). 


'" Permaneciendo sobre el punto de vista practico no 
hay razones para considerar que la recta está construida, si estan 
obtenidas algunos de sus puntos. 


2-220 
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Para fines demostrativos a pesar de todo trazaremos en el 
dibujo las líneas de trazos rectas (estas rectas no participan 
en la construcción). 


РЕОВЈЕМА 1 Construir un puto simétrico al dado С respecto 
а una recta dada AB. 


DIBUJO + 


Construcción. Describamos las circunferencias (A, C) y (B, C), 
es decir, tomando los puntos А y В como centros, trazamos las 
circunferencias que pasen por el punto С (dibujo 1). En la 
intersección de las circunferencias aducidas obtenemos el punto 
Ci. El punto С, es el que hemos buscado. 

Observación. Para determinar si los tres puntos dados A, B, 
X se hallan sobre una línea recta, es necesario tomar fuera de 
la recta AB un punto arbitrario С y construir el punto С, 
simétrico al primero. Es evidente que el punto X se encuentra 
en la recta AB, si los segmentos CX y C,X son iguales entre si 
(dibujo 1). 


PROBLEMA 2. Trazar un segmento 2, 3, 4 у en general п veces 
mayor que el segmento dado АА; = ғ (п es un número natural 
cualquiera). 

Construcción (1' procedimiento). Conservando la abertura de 
compás invariable e igual a r, describamos la circunferencia 
(41, r) y determinemos punto А; que es diametralmente opuesto 
al punto A, para lo que trazamos las cuerdas АВ = ВС = СА; =r 
(dibujo 2). El segmento AA,=2r. Describamos luego la 
circunferencia (Az, r) que intersecará la circunferencia (С, r) en 
el punto D. En la intersección de las circunferencias (D, r) y 


(Az, r} obtenemos el punto Ay. El segmento А4, = 3 cte. 
Al realizar las construcciones indicadas л veces, tracemos с! segmento 
АА, = т. 


La validez de nuestra construcción se deduce del hecho de 


DIBUJO 3. 


о 


que el compás con abertura igual al radio de Ja circunferencia 
la divide en seis partes iguales. 

Construcción (2° procedimiento). Tomamos fuera de la recta АА, 
un punto arbitrario B y trazamos las circunferencias (41, AB) y 
(B, r) hasta que se encuentren en el punto С (dibujo 3). Si ahora 
se trazan las circunferencias (Ац, r} y (С, BA,), éstas se cortarán 
en el punto A). El segmento АА; = 27. Al describir las circunferencias 
(42, г) у (С, BA), obtenemos el punto A, El segmento 
АА, = 3, etc. 

El carácter correcto de nuestra construcción se deduce 
inmediatamente del hecho de que las figuras АВСА,, А,ВСА,, 
А;ВСА, ... son paralelógramos. 


PROBLEMA 3 Trazar un segmento que sea cuarto y proporcional 
a los tres segmentos dados а, b y c. 


Construcción (1° procedimiento). Рага с < За. 


12 


De un punto arbitrario О en el plano, como centro, describamos 
dos circunferencias concéntricas con radios a y b (dibujo 4). 
En la circunferencia (O, a) tracemos la cuerda АВ := с y, tomando 
un radio arbitrario d, describamos dos circunferencias (А, d) 
y (B, d) que intersecarán la circunferencia (O, b) en los puntos 
Ај y B,. El segmento A,B, es cuarto y proporcional a los tres 
segmentos dados. 


DIBUJO 4, 


Demostración, Los triángulos AQA, y BOB, son iguales según 
tres lados рог lo que 4 AQA, = + BOB,. De aqui «AOB = 
= 4 A,0B, y los triángulos isósceles АОВ у A,OB, son semejantes. 

Por consiguiente, 


а:Ь = с:А,В,. 


Construcción (2° procedimiento). Siendo с > 24. Si resulta que 
b < 2a, construyamos cuarto segmento proporcional а los segmentos 
a, с y b; en caso contrario tracemos el segmento na (problema 2), 
tomando además n tal que с < 2na "(о b < 2na). Primero tracemos 
el segmento y que es cuarto y proporcional a los segmentos 


1 El segmento 2na > с encontramos por el procedi- 
miento siguiente. Tracemos el segmento a, = 2a (problema 2). Del punto 
arbitrario O, en el plano describimos la circunferencia (01, с) y en la 
dirección arbitraria tracemos los segmentos 0,4; =а,, ФОА; =2a,, 
0,Ау = Запис. (problema 2); después de hacer un número final de pasos 
Meguemos al punto А, que se encontrará fuera de la circunferencia 
(01, с). Es evidente que el segmento 0,4, = na, = 2ла > с. 
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па, b y с. Si ahora trazamos el segmento x= ny (problema 2), 
entonces obtendremos el cuarto segmento proporcional a los tres 
segmentos dados a, b y с. 

En realidad, 


та:Ь=с:у 


а:ђ = с:пу. 


Construcción (3' procedimiento). Cuando 2a > с. 

De los puntos С у С, que son extremos del segmento с, 
describamos las circunferencias de radio a que se cortarán en el 
punto B. Sea que la circunferencia (B, b) interseque las 
circunferencias (C, a) y (Сү, a) en los puntos D y D,. El segmento 
DD, = x es el buscado. 

Demostración. Los triángulos isóscelesD¡BC, y BCD son iguales, 
рог eso 4 CBD = = C,BD,. De aqui se deduce que 4 СВС, = 
= 4 DBD,. De la semejanza de los triángulos isósceles CBC, y 
DBD, resulta que 


a:b=c:DD,. 


En caso de que c>2a y b>2a al principio tracemos el 
segmento y que es cuarto y proporcional a los segmentos na, 
b у с[с < 2na]; luego encontremos el segmento buscado х = ny. 


PROBLEMA 4. Dividir el arco AB de la circunferencia por la 
mitad. 

Construcción. Se puede suponer que se conoce el centro O de 
la circunferencia; más adelante (véase el problema 13) se demostrará 
cómo se construye el centro de una circunferencia (o de un arco), 
al usar para esto sólo un compás. 

Suponiendo que OA=0B=r y AB=a, describamos las 
circunferencias (O, a), (А, г) у (В, г) y en la intersección obtengamos 
los puntos C y D (dibujo 5). Tracemos las circunferencias (C, B) 
y (D, A) hasta su encuentro en el punto E. Si ahora se trazan 
las circunferencias (C, OE) y (D, OE), entonces en sus intersecciones 
obtendremos los puntos X y Xy. 

El punto X divide el arco АВ por la mitad y el punto X, 
divide por la mitad el arco que completa el arco primero hasta 
la circunferencia total. Cuando la circunferencia (0, A) está 
trazada, de entre las dos circunferencias (С, ОЕ) y (D, OE) se 
puede describir sólo una la que en las intersecciones con la 
circunferencia (O, A) determinará los puntos X y Х|. 
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Demostración. Las figuras ABOC y ABDO son paralelógramos, 
por lo tanto los puntos C, O y D se hallan en una recta(CO|AB, 
Ор АВ). е los triángulos isósceles CED y CXD se deduce que 
4 СОЕ = 4 СОХ =90. De este modo, el segmento ОХ es 


perpendicular a Ja cuerda AB; por consiguiente, para demostrar 
que el punto X divide el arco AB por la mitad, es suficiente 
demostrar que el segmento 


OX=r. 


Del paralelógramo ABOC se deduce que 
ОА? + ВС? = 20В? + 2АВ? 


r + ВС? = 273 + 2а?, 
рог езо 
ВС? = 2а? + 1. 
Del triángulo rectángulo СОЕ podemos escribir: 
CE? = ВС? = ОС? + ОЕ?, 


de donde 
2a? +r? =a? + ОЕ? 


ОЕ? = а? +r. 
Por fin, del triángulo rectángulo СОХ obtenemos: 
ох = үСХї – ос = ОЕТ -0C = јаз +r- d =r. 


Como hemos indicado, en la geometria del compás es la regla 
común de considerar la línea recta como trazada inmediatamente 
después de que están determinados cualesquier dos de sus puntos. 
En nuestra exposición ulterior (problemas 24, 25 y otros) 
necesitaremos trazar con ayuda de un solo compás uno, dos y, 
en general, cualquier múmero de puntos de la recta dada. Esta 
construcción es posible realizarla del modo siguiente. 


PROBLEMA $. En la recta determinada рог dos puntos A y B 
св necesario obtener uno o varios puntos. 


DIBUJO 6. 


Construcción. Tomemos en el plano, fuera de la recta AB un 
punto arbitrario C (dibujo 6) y marquemos el punto C, que es 
simétrico al primero respecto a la recta AB (problema 1). Con 
un radio arbítrario r describamos las circunferencias (C, r) y 
(Ci, ғ), en las intersecciones obtendremos los puntos buscados 
X y X, que se hallan sobre la recta dada AB. Cambiando la 
magnitud del radio r se puede encontrar cualesquier que sean 
puntos de la recta dada: X’, X}, etc. 


PROBLEMA 6. Trazar los puntos de intersecciónes de la circunferencia 
dada (O. r) con la recta dada por dos puntos A y B. 
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Construcción, en caso de que el centro O se yace sobre la recta 
dada АВ” (dibujo 7). 

Determinemos el punto O, que es simétrico al centro O de la 
circunferencia dada respecto a la recta AB (problema 1). Describamos 
la circunferencia (O,, r) que intersecará la circunferencia dada 
en los puntos buscados X e Y. 

La validez de la construcción se ve evidentemente de la 
simetría del dibujo respecto a la recta dada AB. 

Construcción en el caso en que el centro O de la circunferencia 
dada se halla sobre la recta AB (dibujo 8). 


DIBUJO 7, 


Al tomar el punto А como centro describamos la circunferencia 
de radio arbitrario d que intersecará la circunferencia dada en 
los puntos C y D. Dividamos los arcos CD de la circunferencia 
(0, r) por las mitades (problema 4). Los puntos X e Y son 
buscados. 

Observación. De la construcción expuesta se deduce: 


АХ = АО + ОХ y AY = А0 – ОХ. 


'' Con ayuda de un solo compás es fácil comprobar si 
se hallan los tres puntos dados en una recta o no (véase la observación 
del problema 1). 


DIBUJO 8. 


PROBLEMA т. Construir el punto de intersección de dos rectas 
AB y CD cada una de las cuales queda determinada por dos 
puntos. 

Construcción. Marquemos los puntos С, у D, simetricos 
correspondientemente a los puntos С y D respecto a Ja recta dada 
АВ (dibujo 9). Describamos las circunferencias (D,CC 1) y (С, D) 


DIBUJO э. 


y designamos con Ё el punto de su intersección. Tracemos el 


segmento x que es cuarto y proporcional a los segmentos DE, 
DD, y CD (problema 3) Si ahora se describen las circunferencias 
(D, x) y (Di, х), entonces en la intersección obtendremos el 


punto buscado X. 


3-220 
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Demostración. Puesto que el punto С, es simétrico al punto 
С y el punto D, es simétrico al punto D, es evidente que 
encontremos el punto de intersección de las rectas dadas, sí 
encontramos el punto de intersección de las rectas CD y C¡D,. 

La figura СС,р,Е es paralelógramo, у por consiguiente, los 
puntos D, D, y E se encuentran sobre una recta (DE|CC,, 
DD|]|CC).Los triángulos CDE y XDD, son semejantes, por lo que 


DE:DD, =CE:D,X, 


СЕ = Ср = С. 


El segmento D, X = х es cuarto y proporcional а los segmentos 
DE, DD, y CD. 

Cada problema en que para la construcción se usa el compás 
y la regla en el plano de Euclides siempre se reduce a la solución 
en un orden determinado de los problemas fundamentales más 
simples siguientes: 

1. Por los dos puntos dados trácese una recta. 

2. Desde el punto dado como centro descríbase la circunferencia 
del radio dado. 

3. Determínese los puntos de intersección de las dos 
circunferencias dadas. 

4. Encuéntrese los puntos de intersección de la circunferencia 
dada y la recta determinada por dos puntos. 

5. Hállese los puntos de intersección de las dos rectas cada 
una de las cuales queda determinada por dos puntos. 

Para demostrar que cada problema en cuya construcción se 
usan el compás y la recta, puede resolverse aplicando sólo el 
compás, sin usar la regla, es suficiente mostrar que todas estas 
operaciones fundamentales pueden cumplirse empleando un sólo 
compás. 

Las operaciones segunda y tercera se realizan mediante el 
compás directamente, El cumplimiento de las demás operaciones 
fundamentales se aduce en los problemas 5, 6 y 7. 

Supongamos que un problema de construcción resoluble con 
el compás y la regla, hay que solucionar usando un sólo compás. 
Imaginemos que este problema está resuelto con ayuda del 
compás y la regla: como resultado la solución del problema se 
reducirá al cumplimiento de una sucesión finita de las cinco 
operaciones fundamentales. Si para cumplir cada una de estas 
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operaciones se emplea sólo un compás (problemas 5, 6 y 7), 
llegaremos a la solución деј problema propuesto. 

De este modo, todos los problemas de construcción resolubles 
con compás y la regla, pueden solucionarse con precisión aplicando 
sólo un compás. 

El método aducido de solucionar los problemas geométricos 
de construcción empleando un sólo compás conduce, como regla, 
a unas construcciones muy complicadas y voluminosas. Desde 
el punto de vista teórico este método presenta interés. 
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$2 SOLUCION , 
ОЕ LOS PROBLEMAS GEOMÉTRICOS 
DE CONSTRUCCIÓN И 
APLICANDO UN SOLO COMPAS 


En este párrafo examinaremos la solución de algunos problemas 
interesantes de la geometria del compás elaborada fundamentalmente 
en los trabajos de Mohr, Mascheroni y Adler. La solución de 
algunos de estos problemas nos usaremos en el capitulo segundo. 


PROBLEMA s Levantar perpendicular al segmento AB en el punto 
A. 

Construcción (1' procedimiento). Con una abertura de compás 
invariable е igual al segmento arbitrario r, trazamos las 
circunferencias (А, r) y (B, r) hasta que se encuentren en el punto 0. 
Describimos la circunferencia (O, r) y construimos en ésta el 
punto E que es diametralmente opuesto al punto B, para lo cual 
tracemos las cuerdas CD = DE = r (dibujo 10), donde С es el punto 


DIBUJO 10. DIBUJO п. 


de intersección de las circunferencias (В, r) y (O, r). El segmento 
AE LAB. Si ponemos г = AB, entonces AE = |/3 AB, el punto С 
coincidirá con el punto A. 

Construcción (2° procedimiento). Describamos la circunferencia 
(В, A) (dibujo 11), tomamos un punto arbitrario С de ésta y 
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trazamos la circunferencia (С, A). Dado que D es el punto de 
intersección de estas dos circunferencias. Si ahora se describe 
la tercera circunferencia (4, D) hasta su intersección con la 
circunferencia (С, A) en el punto E, entonces el segmento АЕ 1 АВ. 

Demostración, El segmento АС une los centros de las 
circunferencias (4, D) y (C, A), DE es su cuerda común; por 
consiguiente AC LDE y «САР= а CAE (triángulo ADE es 
isósceles). 


Por otra parte, = САР = 4 ADC = == ае. 


De tas últimas igualdades se deduce: 


=AC 
aCAE= 7 


La recta AE es tangente а la circunferencia (В, A) en el punto 
А у, por consiguiente, AE | AB. 


PROBLEMA 9. Trazar un segmento igual al del segmento dado 
п 


AB (dividir el segmento АВ en n partes iguales, п=2. 3.) 
Construcción (1" procedimiento). Tracemos el segmento AC 
= пАВ (problema 2). Describamos la circunferencia (C, A), en la 
intersección con la circunferencia (A, В) obtenemos los puntos 
D y D,. Las circunferencias (D, A) y (D,, 4) determinarán el punto 


buscado X. El segmento AX = АЗ (dibujo 12). 
Al aumentar el segmento АХ 2, 3, etc., п veces (problema 2) 


construyamos los puntos que dividirin el segmento AB еп n 
partes iguales. 


DIBUJO 12. 
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Demostración. Puesto que los triángulos isósceles ACD y AXD 
son semejantes (ángulo А es común), se deduce que: 
AC:AD= AD: AX 


AD? = АВ? = АС.АХ = пАВ:АХ. 
De aqui 
а 
АХ = АВ. 


El punto Х se halla sobre la recta AB. 

Observación. Siendo los valores de n grandes, la determinación 
del punto X carece de precisión: los arcos de las circunferencias 
(р, А) у (Dı, A) se intersecan еп el punto X bajo un ángulo 
muy pequeño”. En este caso еп vez de la circunferencia (D,, A) 
para determinar el punto X se puede trazar la circunferencia 
(4, ED) en que E es el punto diametralmente opuesto al punto 
D, de la circunferencia (А, В). 

Construcción (2° procedimiento). Tracemos el segmento АС = 
= пАВ (problema 2). Describamos luego las circunferencias (А, С), 
(C, A) y (C, AB) que se intersecarán en los puntos D y E. Si 
ahora se trazan las circunferencias (D, A) y (C, DE), entonces en 
su intersección obtendremos el punto X. El segmento АХ = 


= Гав (dibujo 13). 


1 La determinación del ángulo de intersección de dos 
curvas véase en el $ 8 (pág. 72). 
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Demostración. El punto X se halla sobre la recta AC, уа que 
AC| DE y ХС || DE (figura CEDX es paralelógramo). Puesto que 
los triángulos isósceles ACD y AXD son semejantes, resulta que: 


AX =243. 
п 


Aduzcamos también la construcción propuesta por el profesor 
A.S. Smogorzhevski'. Esta construcción se diferencia de las 


anteriores por el hecho de que la parte buscada 1 del segmento 


AB no se encuentra sobre el segmento dado. 

Construcción (3' procedimiento). Tracemos el segmento AC = 
=nAB (problema 2). Describamos las circunferencias (А, С) y 
(B, AC) hasta su encuentro en el punto D. 

La circunferencia (D, AB) cortará las dos últimas en los 


puntos E y H. El segmento EH =L48 (dibujo 14). 


Demostración. Siendo los tres triángulos ABD, ADE y BDH 
iguales en sus lados, resulta que: 2 АРВ = 2. EDH. Los triángulos 


DIBUJO и 


D Véase [11] en la bibliografía recomendada (pág. 80). 
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isósceles ADB y EDH son semejantes, y por consiguiente, 
EH: ED = AB: AD 


ЕН: AB = AB: nAB. 
En definitiva 


EH = Тав. 
п 


Notemos que 


PROBLEMA 10 Trazar un segmento igual a + del segmento АВ 


dado (dividir el segmento AB en 2" partes iguales п = 1,23...) 


Construcción (1° procedimiento). Tracemos el segmento АС = 
=2AB (problema 2). Describamos la circunferencia (С, A) y 
designamos mediante D, y D, sus puntos de intersección con la 
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circunferencia (A, В). Si ahora se dibujan las circunferencias 
(Dı, A) у (Di, A), entonces en su intersección obtendremos el 


punto X,. El segmento BX, = AX, = Гав. Luego describamos 


la circunferencia (A, BD,) y en su intersección соп (С, A) 
obtenemos los puntos О; y Dj. Tracemos las circunferencias 
(D,,A) y (02, A) hasta su encuentro en el punto X,. El segmento 


BX, = эгАВ. 


Si luego se dibujan las circunferencias (A, BD), (Оз, A) y 


(D3, A) obtendremos el punto Xy. El segmento BX; = АВ etc, 


Demostración. Siendo los triángulos isósceles АСР, y АР,Х, 
semejantes, resulta que 


AD, : AC =AX¡: AD, 


АВ:2АВ = AX, : AB. 
De aqui se obtiene 


АХ, =34. 


Introduzcamos las designaciones AB = а, BD, = т, k = 1, 2, 3, 
sy Ms 


El segmento BD, es mediana del triángulo ACD, y, por 
consiguiente, 


4BD} = 2AD} + 2001 – AC? 
o, de otro modo, 
4т = 2АВ? + 24C? — AC? = 2АВ? + АС? = 2АВ? + 4АВ?. 
Es decir, 
1 + а З Е; 
Puesto que los triángulos isósceles ACD, у ADX, son 
semejantes, obtenemos 


AD,: АС = АХ,: AD, 


т} = BD} = 


4-220 


% 


y, tomando en consideración que AD, = ВР, =m, y АС = 2a, 
tendremos 
АХ, = За 6 ВХ, = am ЧАВ 
2 70 6 2570" 5748. 
De modo analogo encontremos 


14242 Ра 


7 —а у BX, = пр АВ, 
etc. En general, 
1424284. +2! 1 
men E А + а у ВХ, = эс АВ. 


Para dividir el segmento АВ еп 2” partes iguales es necesario 
aumentar 2, 3, .., 2" veces el segmento ВХ, (problema 2). 

Construcción (2° procedimiento). Tracemos el segmento AC = 
= 2АВ (problema 2) para lo que describamos la circunferencia 
(B, A) y tracemos en ésta las cuerdas AE = EH = HC =a. 
Describamos las circunferencias (А, С) y (С, E) hasta su intersección 
en los puntos D, y 21. El punto buscado X, encontramos сото 
intersección de las circunferencias (D,, С) y (Dí, С). El segmento 


1 
BX, = T AB. 

Describamos la circunferencia (C, BD,) que interseca (А, C) en 
los puntos D, y D} у luego las circunferencias (D,, ВР.) у 
(05, BD,); estas últimas, al cortarse, determinarán el punto buscado 
Xa. El segmento ВХ = 74B (dibujo 16). 


De modo análogo, si se describen las circunferencias (С. BD), 
(D,, BD) y (Ру ВР.) determinaremos el punto Ху. El segmento 
ВХ = ЯАВ, ete. 


Demostración. Siendo seméjantes los triángulos isósceles ACD, 
у CD,X, obtenemos: 
CX,:CD, = Ср, :АС. 
Tomando en consideración que CD, = CE= үз AB, encontramos 
que: 


1 
CX, = Зав у, рог consiguiente, BX, =>34B. 
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Introduzcamos la designación BD, = т,, donde k = 1, 2, n. 
El segmento BD, es mediana del triángulo ACD, у, рог lo 
tanto, 
ABD? = Ат = 2403 + 2204 — AC? = 2АС? + 2CE? — АС? = 
= 4а? + 2.3а? 


En virtud de Ја semejanza de los triángulos ACD, у СО,Х, 
tenemos 


CX¿:CD, = СР, AC. 


Al notar que CD, = BD, = т у АС = 2АВ = да, obtenemos: 
с m 5 


“ 


Por consiguiente, 


ВХ, = 3r AB. 


De modo completamente análogo demostremos que 


5 9 9 

т} = В = 70, СХ= жау ВХ, = 
etc. En general, 
Ж! ве 1 t 1 3 2 
т- = BD} = Па тв ет + дет a” y 


BX,= x AB. 


Si en ta construcción según el primer procedimiento рага 
grandes valores de kik <n) la determinación del punto X, no 
es precisa (arcos de las circunferencias que determinan este 
punto casi tocan uno a otro), entonces es posible resolver este 
problema mediante el procedimiento siguiente. 

Construcción 43" procedimiento). Tracemos el segmento АС = 
= 2АВ (problema 2). Describamos las circunferencias (А. С), (С, 
A) y (С, AB); en la intersección obtenemos los puntos D, y E, 
(dibujo 17). En la intersección de las circunferencias (Dı, A) y 
(С, D,E,) obtenemos el punto buscado Ху. El segmento ВХ, = 


= лв (dibujo 17) 


Tracemos luego AD, = СЕ; = BD, para lo que describamos las 
circunferencias (A, BD) у (С, BD). Describamos las circunferencias 


DIBUJO 17. 
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(Dz, A) у (С, О,Е,) hasta su encuentro en cl punto Xz El 


segmento ВХ; = 74 etc. 


Demostración. El punto X, se halla sobre la recta AC, puesto 
que AC | D,E, (figura AD,E,C es trapecio) y X,C || D,E, (figura 
XD, EC es paralelógramo), esto significa que Х,С | АС. De modo 
análogo, se determina que los puntos Ху, Xy, .., X, se hallan 
sobre la recta AC. 

De lo expuesto anteriormente se deduce que РХ, = DXi, 
D,X¿=D5X>, . Entonces, como se ha demostrado еп la 
construcción por el primer procedimiento del problema examinado, 


1 
BX, = УАВ, BX, = гав, BX,= > АВ... 


PROBLEMA 11. Trazar un segmento que sea 3” veces mayor que 
el segmento dado АА, (n= 1, 2, 3, ...). 

Construcción. Describamos las circunferencias (40, 4) y. sin 
cambiar la abertura de compás, tracemos las cuerdas АЁ = ЕС, 
АЕ = Е'С'. Describamos las circunferencias (С, A) у (С', 4) hasta 
su intersección en el punto А. El segmento АА, = ЗАА 
(dibujo 18). 


DIBUJO 45. 


Describamos Juego la circunferencia (A,, A) y tracemos las 
cuerdas AE, = Е,С,, АЕ, = ЕС. Еп la intersección de las 
circunferencias (Су, A) у (С). A) obtenemos el punto Az. El 
segmento АА, = 3444, etc. 

La validez de la construcción es evidente. 
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PROBLEMA 12 Dividir el segmento AB en tres partes iguales. 

Examinemos un procedimiento elegante de construcción propuesto 
por L. Mascheroni. 

Construcción. Tracemos АС = АВ = BD (problema 2). Describa- 
mos las circunferencias (C, B), (C, D), (D, A) y (D, C) en cuyas 
intersecciones obtenemos los puntos E, E,, F у F,. Las circunfe- 
rencias (E, C) y (E,, C), (F, D) y (F,, D) determinarán los puntos 
buscados X y Y que dividen el segmento AB en tres partes iguales 
(dibujo 19). 


DIBUJO 19. 


Demostración, Los triángulos isósceles CEX y CDE son semejantes, 
por eso: 


CX:CE=CE:DC. 
Al tomar en consideración que CE = 24B y CD = ЗАВ obtenemos 
сх= фав, pues AX =34B. 


prosLema 13 Hallar el centro de la circunferencia dibujada. 
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Construcción. Tomemos en la circunferencia dada un punto A y 
describamos una circunferencia (A, d) de un radio arbitrario d; 
en las intersecciones obtenemos los puntos B y D. En la 
circunferencia (А, 4) marquemos el punto С que es diametralmente 
opuesto al punto B. Describamos luego las circunferencias (C, d) y 
(A, CD); designemos con E el punto de su intersección. Y, por 
fin, describamos la circunferencia (E, CD) hasta su encuentro 
con (A, d) en el punto M. El segmento BM es igual al radio de 
la circunferencia dada. 

Las circunferencias (B, M) y (A, BM) determinan el centro 
buscado de la circunferencia descrita (dibujo 20). 

Demostracion. Los triángulos isósceles ACE y AEM son iguales 
uno a otro y, por consiguiente, + EAM = 4 АСЕ. 

Por un lado = BAE = + ACE + « AEC[ x BAE es el ángulo 
exterior del triángulo ACE] y por otro lado, = BAE = x ВАМ + 
+ 4 EAM. 

De aquí 


x ВАМ = x AEC. 


De este modo, los triángulos isósceles ABM у ACE son 
semejantes y, de este modo, 


BM: AB = АС: СЕ 


BX: AB = АС: СР. 


De la última correlación se deduce que los triángulos isósceles 
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ABX у ACD son semejantes, entonces resulta que 
4 ВАХ = 4 аср = « BAD= < DAX: 
las últimas dos igualdades se deducen de que 
+ ВАР = 4 ADC + 4 АСр = 2 а ACD = 2 4 ВАХ. 
Basándose sobre la igualdad de los ángulos ВАХ у DAX 


llegamos a la conclusión de que los triángulos isósceles ABX y 
АРХ son iguales entre 51, cs decir. 


BX = АХ = DX. 


El punto X es el centro buscado de la circunferencia. 

Observación. El segmento d = AB debe tomarse mayor que la 
mitad de radio de la circunferencia dada; en caso contrario las 
circunferencias (С. D) y (А, CD) no se cortarán 

En conclusion de este parrafo aducimos sin demostración la 
solución del problema siguiente de Mascheroni [10]. 


PROBLEMA 14 Trazar el segmento лав, donde АВ = 1, 
li „25. 


DIBUJO 21 
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Construcción. Describamos la circunferencia (А, В) y con el 
radio AB el que, para simplificar la anotación, se toma por un 
segmento unitario, tracemos las cuerdas ВС = CD = DE. Describa- 
mos las circunferencias (В, D) y (Е, С) hasta su encuentro en los 
puntos F y Ру. Describamos las circunferencias (В, AF) y (E, AF) 
que intersecarán (А, B) en los puntos H y #71, y las circunferencias 
{B, D) y (E, С) en los puntos N y N,; M y М,. Describamos las 
circunferencias (Е, A) y (B, A) y notemos los puntos P, Р. Оу О, 
de sus intersecciones con las circunferencias (8, AF) y (E, AP). 
Las circunferencias (P, B) y (P,, B) se cortarán en el punto R, 
mientras que la circunferencia (А, В) la intersecarán сп los puntos 
S y S;. Del mismo modo las circunferencias (0, E) у (01. E) se 
cortarán en el punto T, mientras que la circunferencia (А, B) la 
intersecarán en los puntos О y О,. Describamos las circunferencias 
(R, AB) y (F, AB) hasta su encuentro con la circunferencia (4, 
В) en los puntos L, L, y G. La intersección de las circunferencias 
(0, A) y (O, A) determinará cl punto K. Y, рог fin, 
describimos las circunferencias (К, AB) у (T, AB) en la intersección 
de las cuales obtenemos los puntos Г e |. Entonces 


1 1,5 1 Ls 
== ade = а. 
ате ү, 00,=-у}7, ик ‚|13, KD=>D, 
"ге уз две. ве= рт ғар 
Рт= 02, ағ} S=] 14, = 7120. 
LA г і 1 
рк = 53, BR=>5|9 а= 5015 һр 521, 
Ав= үа врела вЕ= ү, к= 1:22 
= 14 ве, 116, -512, 
РКИ) К - 1 F з ¡PR | = 
нт= 515. Р =. ЕК=-ү17, ММ, == 23, 
La ПЕ Li (= 
ам =- руб вр= 510, к= =ү18 МА =>/2, 


1 


KE -4V3 = 1 5АВ. 
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$3. INVERSIÓN Y SUS PROPIEDADES 
FUNDAMENTALES 


Al final del siglo XIX A. Adler aplicó el principio de inversión 
а la teoria de construcciones geométricas hechas con un solo 
compás. Valiendose de este principio estableció en la geometría del 
compás el procedimiento gencral para resolver los problemas de 
construcción. 

En este párrafo daremos definición de la inversión y expondremos 
en breve sus propiedades fundamentales que serán usadas en lo 
ulterior. 

Supongamos que en el plano del dibujo se da cierta circunferencia 
(О, п y el punto P distinto del punto O. 

Tomemos sobre el rayo OP el punto Р' de tal modo que el 
producto de los segmentos ОР y ОР" sca igual ај cuadrado de radio 
de la circunferencia dada, es decir. 


ОР.ОР' = ғ? 10) 


El punto P de esta indole se llama de inversión al punto P con 
respecto de la circunferencia (0, r). La circunferencia (О, r) se 
llama circunterencia de inversión o basica, su centro 
O se llama centro o polo de inversión y la magnitud 
rè, potencia de la inversion 

Sı el punto Р es de inversión respecto al punto P, cs evidente 
que, al revés, el punto / es de inversión respecto al punto P. 

La correspondencia entre los puntos de inversión o, de otro 
modo, la transformación que a cada punto P de cierta figura le 
pone en correspondencia el punto de inversión Р” se llama 
inversion o transformación de radios inversos” 

De la definicion de la inversión se deduce que a cada punto 
Р en un plano le corresponde el punto determinado y único Р 
del mismo plano, ademas si ОР >r, OP «r. La exclusión 
constituye el centro O de la circunferencia de inversión. Ningún 


1, OP = R, ОР = К. la 


upongamos que ОА =r 


igualdad (1) se escribira eu este caso asi. R= l. Las distancias entre 
los puntos de inversión P y Р y el centro de ifkersión O son números 
mutuamente inversos La mversion ídel latin trrersio) significa literalmente 
conversion, permutacion. 


а 


punto del plano puede ser de inversión respecto al punto О lo 
que se deduce directamente de la igualdad (1)". 

Sean AP y АР tangentes trazadas hacia la circunferencia de 
inversión (O, r) desde el punto P que se encuentra fuera de esta 
circunferencia (dibujo 22). Entonces el punto Р" de intersección de 
las rectas АА, y OP será de inversion respecto al punto Р. 
Realmente, en el triángulo rectángulo ОАР(АР es la altura) 


ОР-ОР = ОА? = г. 
Supongamos que cl punto P зе mucve a lo largo de cierta curva 


1, entonces su punto de inversion P’ también describirá cierta 
curva |. Las curvas | y Р se llaman mutuamente inversas, 


DRO 22. DIBUJO 22. 


Lema. Si los puntos Py Q' son de inversion а los puntos 
Р у 0 соп respecto de la cireunferencia (0, r), entonces 


з ОРО = з ООР. « 00Р = «ОРО 
Demostración. De la igualdad ОР-ОР – 00:00 = а 


'' Еп la geometria superior, partiendo de ciertas ideas, 
al centro O le ponen en correspondencia “un punto inifinitamente alejado” 
del plano. Cuando el punto | se aproxima al centro de inversion O 
el segmento ОР disminuye, entonces, para no alterar la igualdad (1) el 
segmento OP debe aumentar y el punto Р эс alejará cada vez más del 
centro de inversión O. es decir, 9 ОР — О. entonces ОР ~ u. 


se 
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ОР _ 00 E а 
007 op =“ deduce que los їпйпдшоз 00' у ООР son 
semejantes (dib. 23). Queda asi demostrada la afirmación del lema. 

De la definición de la inversión se deducen inmediatamente 
dos teoremas. 

TEOREMA !. Si dos curvas зе imtersecun еп el punto P, entonces 
las curvas inversas a éstas se intersecan en el punto Р que es de 
inversión al punto P. 

TEOREMA 11. La recta que pasa a través del centro de inversión 
O es inversa a sí misma. 

TEOREMA 111. La curva inversa а la recta dada AB que no pasa 
a través del centro de inversión, es una circunferencia (O,, 001) 
que pasa por el centro de inversión O, de modo que siempre 
00; 1 AB. 

Demostración. Sea Q la base de perpendicular bajada del centro 
de inversión O sobre la recta dada. Designemos con Q' el 
punto de inversión al punto Q. Tomemos en la recta dada un 
punto arbitrario Р y designemos con Р' el punto de inversión al 
primero (dibujo 24). 


DIBUJO 24. 


Basándose sobre el lema podemos escribir: 
а ОРФ = з О0Р= 90. 


Рог lo tanto, cuando el punto Р se desplaza а lo largo de la 
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recta АВ, el punto Р' de inversión al primero describirá la 
circunferencia que tiene el segmento 00' como su diámetro. 

Puesto que la circunferencia (0,, 00;) y la recta dada AB son 
mutuamente inversas, tiene lugar también la afirmación inversa. 

TEOREMA ту. La curva inversa а la circunferencia dada (01. КЪ 
que no раза a través del centro de inversión, es también una 
circunferencia. En este caso el сешто de inversión es centro de 
semejanza de estas circunferencias. 

Demostración. Sea la linea de centros ОО, de la circunferencia 
de inversión (O, r) y de la circunferencia dada (01. R) interseca 
la última de éstas en los puntos А y В. Designemos con А“ 
y B' los puntos de inversión a los puntos А y B. Tomemos en la 
circunferencia (O,, К) un punto arbitrario Р y el punto de inversión 
a éste designemos соп Р’ (dibujo 25). 


DIBUJO 25. 


Empleando el lema obtenemos: 
4 ОА'Р = = ОРА у а ОВР = = OPB, 
de aqui 
а ОВР — = 04'Р = а ОРВ — х ОРА. 
En los triángulos АВР у АВР 
АРВ = = ОВР — = ОАР у 4 АРВ = а ОРВ – а ОРА = 90 
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Al tomar en consideración la igualdad anterior obtenemos: 
ч АРВ = 3 АРВ = 90. 


Supongamos ahora el que punto Р se mueve a lo largo de la 
circunferencia dada (0,, R), entonces el punto Р de inversión 
a ésta describirá la circunferencia (Oz, P') que tiene como su 
diámetro cl segmento A'B'. Asi queda demostrado el teorema. 

Si QQ' es la tangente exterior común de la circunferencia dada 
40,, R) у de la circunferencia (Oz, Р) inversa а la primera, 
entonces los puntos de tangencia О y Q' serán siempre mutuamente 
de inversión. La perpendicular levantada del punto 0 hacia la tangente 
00' cortará la linea de centros ОО, en el punto O, que es 
centro de la circunferencia inversa a la dada. 


$ 4, APLICACIÓN DEL MÉTODO DE INVERSIÓN 
EN LA GEOMETRÍA DEL COMPÁS 


La aplicacion del método de inversión a la solución de los 
problemas geométricos de construcción empleando un solo compás 
da la posibilidad de indicar el método gencral, los principios 
generales que se emplean para solucionar los problemas de 
construcción en la geometria del compas. 

Las construcciones de Mohr — Mascheroni, aunque son en sumo 
grado elegantes, sin embargo, en la mayoría de los casos se 
realizan mediante уза hasta tal punto artificial que involuntariamente 
ge la cuestión, cómo fuera posible cfectuar cada una de estas 


prom ema 15 Trácese el punto X de inversión al punto dado 
С con respecto de la circunferencia de inversión (0, r). 


Construcción, рата 0с > 5. (dibujo 26). Юеѕсгібатоѕ la 


circunferencia (С, O) hasta que se interseque en los puntos D 
y D, con la circunferencia de inversión. Si ahora se trazan las 
circunferencias (0, О) y (Di, O), emtonces en la intersección 
obtendremos el punto buscado X. 

Demostración. Siendo los triángulos isòsceles CDO у рох 
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semejantes encontramos: 
0C:0D=0D:0X 


0C-0X =0D' 


Observación. No су dificil ver que Ја construcción cxpucsta 
coincide con la solución del problema 9 (1 procedimiento), sı 
по se construye el segmento AC = nAB, sino que se considera el 


DIBO 26. 


punto С como determinado. De este modo el segundo procedimiento 
de solución del problema 9 sirve también para encontrar el punto 
X que сз de inversión al punto dado С. además el punto С 
está prefijado y по se debe trazar el segmento AC =" 18 


Construcción, si ОС < 5 (dibujo 27). La circunferencia (С, 0) 


no intersecará la circunferencia de inversión; por eso tracemos 
al principio el segmento ОС, 5 HOC, además el número natural 
n зе tomará tal que ОС, > — (problema 2) Encontremos d 
punto С, que es de inversión? al punto С, (1' procedimiento 
de construcción del problema examinado). Tracemos el segmento 
ОХ =n0C;. El punto X es de inversion al punto dado a 


Demostración. Sustituyendo ОС, = пос y OC, = ох en la 
п 
igualdad ОС,-ОС\ = r°, obtenemos: 


0C,-0C, noc A =0C-0X = г?. 


40 


DIBUJO 27. 


рРаов1ЕМА њ Sean dadas la circunferencia de inversión (О, r) 
y la recta AB que no pasa a través del centro de inversión. 
Describir la circunferencia inversa a la recta dada. 

Construcción. Tomemos O, que es simétrico al centro de 
inversión O respecto a la recta AB (problema 1). Encontremos cl 
punto O; que es de inversión al punto O, (problema 15). La 
circunferencia (О\, O) es inversa а la recta dada AB (dibujo 28). 


DIBUJO ж 


Demostración. Sean С у С los puntos de intersección de la 
recta ОО, con la recta dada AB у la circunferencia (01, О). 
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De la construcción expuesta se deduce: 
00,:00', = r?°, 00, = 20С, ОС = 200',. OC | AB. 


De aqui 


00,-00% =200 90 = 00-00 =. 


En virtud del teormea Ш ta circunferencia (0%, О) es inversa 
a la recta AB. 


PROBLEMA 17. Trazar la recta AB inversa а la circunferencia 
dada (0,, R) que pasa por el centro de inversión О. 

Construcción. Si la circunferencia dada interseca la circunferencia 
de inversión en los puntos A y B, entonces la recta AB es 
inversa a esta circunferencia. En caso contrario tomemos en la 
circunferencia dada los puntos A, у B, (dibujo 29) y hallemos 


DUBIO 29. 


los puntos A у B de inversión а los primeros (problema 15) 
La recta AB es inversa a la circunferencia dada (0,, R). Al cambiar 
la posición de los puntos A, y B, en la circunferencia dada 
es posible construir cualesquiera que sean puntos de esta recta 
El carácter correcto de la construcción es evidente (véase el 
teorema Ii). 


PROBLEMA 18. Se da la circunferencia (Оу, R) que no pasa por 
el centro de inversión O. Trazar la circunferencia inversa a la 
dada. 

Construcción. Tomemos la circunferencia dada (0, R) por la 
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de inversión y marquemos el punto O” que sea de inversión al 
punto O (problema 15). Luego determinemos el punto O, que 
sea de inversión al О' соп respecto de la circunferencia de inversión 
(0, r} El punto О, es centro de la circunferencia buscada 
(dibujo 30). 


Tomemos en la circunferencia dada (0,, К) un punto arbitrario 
А y determinemos el punto А' que es de inversión al primero. 
La circunferencia (O, А) es inversa а la circunferencia dada 
(0, R} 

Demostración. Sea PP' la tangente exterior común de las 
circunferencias (O,, R) y (0z, А) y PO' 1. 004. 

En virtud de la semejanza entre los triángulos rectángulos 
ОРО' y ОРО; podemos escribir: 

00,:0Р = ОР:00' 
de otro modo, 
00,-00' = ОР.ОР = ғ, 


puesto que los puntos Р у Р' son mutuamente de inversión. De 
la última igualdad se deduce que los puntos O, y О’ son de 
inversión respecto a la circunferencia de inversión (O, r). 

En el triángulo rectángulo ОО,Р el segmento O'P es altura 
y, por lo tanto, 


0,0-0,0' = (буру = RÈ? 


De este modo el punto O” es de inversión al punto O con respecto 
de la circunferencia (O, А), si la última se toma por la circunferencia 
de inversión. 
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El punto О está dado. Durante la construcción hemos encontrado 
al principio el punto O” y luego el punto O, que es el centro 
de la circunferencia buscada. 

En los problemas 15, 16, 17 y 18 hemos demostrado cómo se 
puede, utilizando solo un compás, trazar figuras que sean inversas 
а punto, recta y circunferencia. Ahora podemos examinar el método 
general aplicado para solucionar los problemas geométricos de 
construcción con ayuda de un solo compás. 

Cada construcción realizada con el compás y la regla da en 
el plano del dibujo la figura Ф compuesta de puntos, rectas 
y circunferencias aisladas. La figura ФУ es inversa а la Ф respecto 
a la circunferencia (O, r) que está tomada por la circunferencia 
de inversión con el centro O que no se halla sobre alguna 
de rectas o circunferencias de la figura Ф, y se formará solo por 
puntos y circunferencias. Al usar también los problemas 15, 16, 17 
y 18 vemos que cada uno de estos puntos y rectas puede obtenerse 
con ayuda de un solo compás. 

Supongamos ahora que cierto problema de construcción 
resoluble por medio del compás y la regla, es necesario solucionar 
valiéndose sólo de un compás. 

Imaginemos que este problema se ha resuelto con ayuda del 
compas y la regla a consecuencia de lo cual se ha obtenido 
cierta figura Ф compuesta de puntos, rectas y circunferencias. 
La construcción de esta figura se realizará mediante el trazado en 
un orden determinado de un numero finito de rectas y 
circunferencias. 

Tomemos, dentro de lo posible, la circunferencia mås apropiada 
de inversión (О, r) у tracemos la figura Ф” que sea inversa 
a la figura Ф (problemas de 15 a 18) La figura ФУ será 
compucsta sólo de puntos y circunferencias, si, claro está, la 
circunferencia de inversión fuera clegida de tal modo que su 
centro no se halla sobre alguna de rectas o circunferencias de la 
figura Ф 

Si ahora se construye una representación inversa а aquella 
imagen que se toma por resultado en la figura ФУ, entonces 
llegaremos al resultado buscado. Además es necesario nolar que es 
preciso hacer la construcción de la figura Ф' siguiendo aquel 
orden que se acepta para cfectuar la construcción de la figura 
Ф empleando el compás y la regla 

Al aplicar el procedimiento expuesto anteriormente se puede 
solucionar, sirviéndose de un solo compás cada problema de 
construcción resoluble por medio del compas y la regla. El resultado 
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fundamental de Mohr y Mascheroni está demostrado una vez más 
con ayuda del método de inversión. 

Mediante el método general pueden resolverse también cinco 
problemas más simples que se exponen al final del $ 1. 

A fin de йизїгаг el método general empleado para solucionar 
los problemas de construcción, utilizando un solo compás, 
aduzcamos la resolución del problema 7. Hallemos el punto de 
intersección de las dos rectas dadas AB y CD cada una de las 
cuales está dada mediante dos puntos. 

Tomemos en el plano una circunferencia arbitraria (O, r} 
con el centro en O que no yace sobre las rectas dadas y lo 
aceptemos por la circunferencia de inversión, Tracemos las 
circunferencias inversas a las rectas dadas у notemos ооп Х' el 
punto de su intersección (problema 16). Construyamos el punto X 
que es de inversión al punto X’ (problema 15). X es el punto 
buscado de intersección de las rectas dadas AB y CD. 

Aqui la figura Ф está formada por dos rectas dadas AB y CD 
(más precisamente, consta de cuatro puntos dados A, B, Су D 
por 105 cuales trazamos mentalmente las rectas dadas); la figura 
Ф' consta de dos circunferencias que son inversas a las rectas 
dadas AB y CD. Como la imagen que acepta en la figura Ф' 
como resultado, será el punto A”. El punto X que es de inversión 
al punto X’, es el resultado buscado, o sea, el punto de intrsección 
de las rectas dadas. 

Precisamente del mismo modo se pucde solucionar el problema 
6 (cuarto problema más simple). Hállese los puntos de intersección 
de la recta dada y la circunferencia dada. Si en este caso la 
recta no pasa por el centro de la circunferencia, entonces como 
la circunferencia de inversión hay que tomar la circunferencia 
dada, Esto simplificará considerablemente la solución del problema. 

La validez de estas construcciones se deduce inmediatamente 
del teorema 1. 


рков Ема 19 Encontrar el centro de la circunferencia dibujada. 

Construcción. Tomemos en la circunferencia dada el punto O 
y con un radio arbitrario r describamos la circunferencia (O, r) 
que intersecará la circunferencia dada еп los puntos A у B. 
Aceptemos la circunferencia (О, r) рог la de inversión y marquemos 
el centro de la circunferencia que sea inversa a la recta AB 
(problema 16). Para cumplir la última construcción tracemos 
las circunferencias (А. O) y (B, O) hasta que se encuentren ел 
el punto 0,; describamos ta circunferencia (O,, O) y notemos 
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los puntos D у D, de su intersección con la circunferencia de 
inversión. Las circunferencias (D, О) у (Dı, O) determinarán с! 
centro buscado de la circunferencia dibujada (figura 31). 

Demostración. Los puntos 4 y B son de inversión a si mismos 
puesto que se hallan sobre la circunferencia de inversión. De 
este modo, la circunferencia dibujada dada y la recta AB son 
figuras mutuamente inversas. 

En el problema 16 se ha demostrado que et punto О, es el 
centro buscado de la circunferencia dada que en este caso 65 
inversa a іа recta AB. 


Es preciso atraer la atención del lector a la simpleza y la 
elegancia que tiene la solución del último problema. Para encontrar 
el centro de la circunferencia se han descrito seis circunferencias” 
Esta construcción es más simple y más precisa que la corriente 
realizada con ayuda del compás y la regla. 

El problema dado, así como algunos otros problemas en la 
geometria del compás, como, por ejemplo, los problemas 3 y 8 
(2° procedimiento de solución) es posible proponerlos сото 
ejercicios en las clases de geometria a los alumnos de grados 
superiores. Partiendo de esto aduzcamos la demostración de 
construcción del problema 19 sin recurrir al principto de inversión. 

Demostración. La recta ОО, es perpendicular a la cuerda AB 


1 Sin duda, а la condición de que el radio r 
гота mayor que la mitad del radio de la circunferencia dada En caso 
contrario el número de las circunferencias sera mayor (véase solución del 
problema 15, segundo caso). 
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Че Ja circunferencia dada y раза рог su centro, смо significa 
que el centro buscado debe yacer sobre la recta 00,. Sean E y 
F los puntos de intersceción de la recta OO, con la circunferencia 
dada y la (0,. 0). El segmento ОБ cs el diámetro de la 
circunferencia dada. 

Examinando los triángulos rectángulos ОАЕ y ODF рага los 
que los segmentos АН y DK son alturas, encontramos: 


ОА? = ОЕ-ОН y Ор? = OF -ОК. 
“Tomando en consideración que 00 = 04 =r, OF = 200,, ОН = 


200, y OK= 1001. obtenemos: 
Ы 7 ОЕ-ОН = ОР-ОК 


од 00, 
Е--- = 200 === ! 
О “а 
De aqui 
„ __ОЕ 
00; == 


brosLema 0 Describir una circunferencia alrededor del triangulo 
dado ABC. 


ювшо зз. 


Construcción. Deserbamos la circunferencia (А. В) y la aceptemos 
рог la circunferencia de inversión. Construyamos el punto С' 
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que sea de inversión al punto С (problema 15). Describamos la 
circunferencia (X, A) inversa la recta BC” (problema 16). (X, А) 
es la circunferencia buscada descrita alrededor del triángulo ABC. 

Demostración. El punto В es inverso a 5) mismo, puesto que 
se halla sobre la circunferencia de inversión (А, В); el punto 
C es inverso al punto С segun la construcción. Por lo tanto, 
la circunferencia que pasa a través de los puntos dados A, B, y 
С, cs inversa a la recta ВС”. Pero, como se ha demostrado en e 
problema 16, el punto Х es centro de la circunferencia buscada". 

Observación. Aduzcamos ahora el procedimiento siguiente usado 
para resolver cl problema 18. Tomemos en la circunferencia dada 
(O,, R) los puntos arbitrarios A, В y С у obtengamos los puntos 
А,В y С' de inversión а los primeros. La circunferencia descrita 
alrededor del triángulo A'B'C” es la buscada e inversa а la 
circunferencia dada. 


'' En el problema 16 hemos hallado el centro de la 
circunferencia inversa а la recta Чада Precisamente esta construcción 
se ha nado para solucionar los problemas 19 y 2 


CAPÍTULO 2 


CONSTRUCCIONES GEOMÉTRICAS 
MEDIANTE UN COMPÁS 
CON LIMITACIONES 


En el primer capitulo de nuestro libro hemos examinado las 
construcciones realizadas con un solo compás las que se puede 
llamar ahora la geometria clásica del compás. 

En la teoria de las construcciones geométricas сп las que 
se emplea un solo compás siempre se sobreentiende el uso libre 
del compás, cuando no sc ponen algunas limitaciones sobre las 
aberturas de las varillas (brazos). Con un compás de esta índole 
se puede dibujar las circunferencias de cualesquiera que sean radios 
grandes o pequeños. 

Sin embargo, sc conoce que en la realidad con ayuda de un 
compás dado concretamente se puede describir las circunferencias 
cuyos radios no son mayores de un cierto segmento К, У 
no menores que un segmento Коу El segmento Кош, єз igual a 
la abertura máxima de brazos del compás dado у Ry а la 
abertura minima. Si se designa con r el radio de la circunferencia 


Que se puede describir con ayuda de este compás, entonces siempre 
tiene lugar la desigualdad 


Ronin ST < Кле 


Acordemos de decir que en el caso dado las aberturas de 
varillas del compás están limitadas por abajo con el segmento 
Ren Y Por arriba con el segmento R mix 

En el segundo capitulo examinaremos las construcciones 
Beométricas realizadas con un solo compás, cuando еп las aberturas 
de varillas están puestas ciertas limitaciones. 
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$ 5. CONSTRUCCIONES MEDIANTE UN COMPAS 
CON ABERTURA DE BRAZOS LIMITADA 
POR ARRIBA 


En el párrafo dado utilizaremos un compás cuyas aberturas de 
varillas están limitadas solamente por arriba con un cierto 
segmento Rma, dado de antemano. Al usar este compás se puede 
describir las circunferencias cuyos radios no sobrepasen este 
segmento. Para abreviar las anotaciones escribiremos en ulterior 
en vez de Rmi» Simplemente R. Si se designa con r el radio de 
la circunferencia que se puede describir con ayuda del compás 
dado, entonces siempre 


O<r<R. 


Л | 
PROBLEMA 21 Trazar el segmento igual a 7 del segmento dado 
AB (dividir el segmento dado АВ еп 2. 4, 8, .... 2" partes 
iguales). 
р 


No es dificil comprobar que cuando аве ‚ Se puede 


aprovecharse de la construcción expuesta en el problema 10; en 


1 Para comparar los dos segmentos dados AB y CD 
es conveniente describir la circunferencia (A, CD); si el punto В se halla: 
а) en el interior de esta circunferencia, AB < CD, b} en la circunferencia, 
АВ = СР, с) fuera de la circunferencia, AB > СР. 


1 
Para comprobar la desigualdad AB < ze о la desigualdad 2AB < R 


hay que describir la circunferencia (А, R), sì el punto В se halla sobre 
la circunferencia (А. А) о fuera de esta, Я < 248; si el punto В se 
encuentra en el interior de esta circunferencia, AB ~ R y, por consiguiente, 
el segmento 2 АВ puede construirse (problema 2) y compararse, mediante 
el procedimiento indicado anteriormente, con el segmento Е. 
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esta construcción el radio de la circunferencia mayor АС = 2АВ < 
zR“ 

Construcción рата АВ < 2R ?. 

Con un radio arbitrario ғ describamos las circunferencias 
(4. r) у (B, г) y designemos рог С y D los puntos de su inter- 
sección. Variando la magnitud del radio r siempre es posible 
lograr que el segmento ср<8. Dividamos ahora por la mitad 
el segmento CD (problema 10) y obtenemos el punto Х,. Es 
evidente que el punto X, divide por la mitad también el segmento 
dado AB. 

Del mismo modo hallamos el punto X, que divide por la mitad 

1 R sa 
el segmento AX. El segmento AX, = 448 < 3 La construcción 


de los puntos Xy, Xs, .., X, se reduce luego a la solución del 
problema 10. 


Al aumentar AX, = са 2" veces (problema 2) dividamos el 


segmento AB en 2" partes iguales. 
Para el caso AB>2R la construcción se dará en el 
problema 24. 


PROBLEMA 22 (primera operación fundamental) En una recta 


* Al aplicar el primer procedimiento de construcción 
del problema 10 se debe comprobar que А0, < R para todos los 
п=Ї, 2, 3, 


lim Хр: = (+ 


су decir, AD, < | 248 < R 


` Si las circunferencias (4, А) у (В, К) по se 
intersecan, 48 > 2R 


cuyos dos puntos 4 у B están prefijados construyese uno o varios 
puntos”, 

Construcción en el caso de que AB < 2R se reduce al problema 5. 

Construcción, cuando AB > 2R. Describamos las circunferencias 
(В, В) y (А, r), donde r es un segmento arbitrario que 65 
menor o igual а R. Tomemos еп la circunferencia (А, ғ) el 
punto С де tal modo que éste se halle “aproximadamente” 
sobre el segmento AB (es decir, que el ángulo CAB за lo 
minimo posible) y tracemos el segmento AD = тАС (problema 2, 
АС =r SR). El número natural т se elige de tal modo que с! 
punto D se caiga en el circulo (В, К)? Cambiando la posición 
del punto С sobre el arco (А, r) y, si es necesario, а! 
variar la magnitud del radio r, siempre es posible lograr que el 
punto D se encuentre en el circulo (B, R) De este modo 


construiremos los segmentos 4C =... = HD = 1. (dibujo 33) 
Tomemos un número natural п tal que 27°! < m < 2". Tracemos 

el segmento DK = 730 (problema 21, aquí BD < 2R). Dividamos 

el segmento DH en 2” partes iguales (problema 21 DH =r < R) 


y tomemos el segmento DE = он (en el dibujo 33: т= 3, 
ANTE om 


Tracemos el paralelogramo HEKM para lo que es necesario 
describir las circunferencias (H, EK) y (K, EH). (Si en la 
intersección de estas circunferencias el punto M no se define con 
precisión, entonces para obtener el punto M hay que describir 
la circunferencia (Е, К) y trazar en esta las cuerdas КР = РТ 
que son iguales al radio EK. En la intersección de las circunferencias 
(Н, ЕК) y (Р, TH) obtenemos el punto M). 


1 Сото ya hemos indicado anteriormente, al usar un 
solo compás, aún más un compás con abertura limitada de sus brazos. 
no podemos trazar una recta continua. sm embargo podemos construir 
cualquier cantidad de puntos que pertenecen a esta recta 


2: El punto D puede no уасег en el circulo (B. R), lo 
importante es que ВО < 2R. El punto tiene que hallarse en el circulo 
(B, 2R), pero esta circunferencia no podremos describir con ayuda del 
compás dado 
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Y, por fin, si se describen las circunferencias (А, НМ) y 
(C, DM), entonces ambas estas circunferencias se intersecarán en el 
punto buscado X que se halla sobre la recta AB. 

La construcción ulterior de los puntos que pertenecen a la 
recta dada AB, se reduce al problema 5(АХ < R). 


DIBUJO эз. 


Demostración, Según la construcción podemos escribir: 


BD _ AD _ MAC _„ 
LI Е" "2 
4С 


De este modo los triángulos ADB у DEK son semejantes 
(ángulo ADB es común). Esto significa 


а DEK = г РАВ у ЕК | AB. 


Puesto que НМ | ЕК (figura de HEKM es paralelogramo), 
entonces 
HM | AB. 


De la igualdad existente entre los triángulos ACX y DHM se 
deduce que AX || НМ, es decir, el punto X se halla sobre la recta 
AB. 


Los radios de todas las circunferencias descritas en curso 
de la construcción dada no sobrepasan el segmento R. 
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Observación. Si resulta que т = 2", es decir, т toma uno де 
los valores de 2, 4, 8, 16, .., la construcción del problema 
se simplifica considerablemente; el punto E en este caso coincide 
con el punto H y el punto M con el punto K. En este caso no 
será necesario realizar la división del segmento DH en 2” partes 
iguales y el trazado del paralelogramo EKMH. 

De este modo, cambiando la magnitud del radio r siempre hay 
que tratar de conseguir que el número m acepte uno de los 
valores de 2, 4, 8, 16,... 

РЕОВШЕМА 23. Del punto dado C trazar hacia la derecha (o hacia 
la izquierda) un segmento igual y paralelo al segmento dado AB. 

Si el punto С no se encuentra sobre la recta AB, el problema 
se reduce а la construcción del paralelogramo ABCD (o ABCD’). 

Construcción, cuando AB < R. Supongamos que AC SR y el 
punto C no se encuentra sobre la recta 4B. Describamos las 
circunferencias (C, AB) y (B, AC) y marquemos el punto D de su 
intersección. El sermento CD es buscado, la figura ABDC es 
paralelogramo. 

Si es necesario trazar el segmento a partir del punto С en 
dirección opuesta, entonces en vez de la circunferencia (B, AC) 
hay que describir la circunferencia (A, BC) Si BC>R, para 
nosotros será imposible describir la circunferencia (A, BC) con el 
compás dado, sin embargo podremos obtener el punto buscado, 
si en la circunferencia (C, AB) se obtiene el punto D' que es 
diametralmente opuesto al punto D. La figura ABCD' es el 
paralelogramo buscado. 

Sea ahora AC > К y BC >R (dibujo 34). En la dirección del 
punto A al punto С tomemos una serie arbitraria de puntos A, 
Az. А, a la condición де que AA, SR, АА: < К, .. 


DIBUJO м. 
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АС < К. Tracemos los paralelogramos АВВ,А,. А,В,В,А,. .... 
А,-1В,-1ВуА,. Tracemos luego el paralelogramo А,В,С (o 
AsB,CD”). El segmento CD es buscado. Esta construcción es 
válida también, cuando el punto C se halla sobre la recta AB. 

Si resulta que el punto A, se encuentra por casualidad sobre 
la recta А,..,В,- 1. entonces en vez del punto А, es conveniente 
tomar otro punto. 

Construcción, cuando AB > R. Al usar la solución del problema 
22, determinemos sobre el segmento AB los puntos Xy, Xa., Х, 
а la condición de que: AX, < К, Х,Х, < К,.., Х,В < К. 

Luego ігасетоѕ los paralelogramos AX,D,C, Х,Х,0,р), ~, 
Xn-1 X,D,D,- 1, X,BDD,,. El segmento CD es buscado. 


PROBLEMA 24. Trazar el segmento igual a ж del segmento dado 
AB para AB>2R (dividir el segmento en 2" partes iguales). 

Construcción. En el segmento dado AB encontremos el punto С 
а la condición de que AC < R (problema 22). Tracemos el segmento 
AD = АС (probiema 2}, además el número natural m tomemos 
tal que AD < AB у DB < R, para lo que el segmento AC repetimos 
dos, tres, etc. veces hasta que no lleguemos al punto B. Si el 
numero m resulta impar, tracemos adicionalmente el segmento 
DD, = AC, entonces AD, = (т + 1) AC, АВ < AD, y BD, < R (en el 
dibujo 35, m = 6). 


DIBUJO 35. 


Dividamos el segmento BD (о BD,) mediante с! punto K рог 
la mitad (problema 21, BD < R). 

Designemos con E el centro del segmento AD (o AD,) y tracemos 
el segmento EX, que es igual y paralelo al segmento DK 
(problema 23) рага que АХ, = АЕ + EX, (о AX, = AE—EXú, 
si el punto Е es el medio del segmento AD); para esto tomemos 


los puntos О, M, Qu, H, .. y tracemos Jos paralelogramos 
QDKG, MOGN, Q,MNG,, ас.” 

El punto X, divide el segmento dado AB por la mitad. 

Luego dividamos por la mitad el segmento AX, y obtengamos 
la cuarta parte del segmento AB, etc. Si AX, <2R, entonces 
empleemos la construcción indicada en el problema 21; en caso 
contrario realicemos la construcción de manera análoga a lo 
expuesto anteriormente. 


PROBLEMA 25. Trazar el segmento que sea п veces mayor que 
el segmento dado AB, cuando AB > К. 

Construcción. Definamos en la recta dada AB el punto C de 
tal modo que AC<R (problema 22). Tracemos el segmento 
AD =mAC (problema 2, АС < К), al mismo tiempo elijamos el 
número m tratando que AD < AB у DB < R; para esto es preciso 
el segmento AC repetir dos, tres, etc. veces hasta que alcancemos 
el punto B. 

Tracemos a la derecha del punto D el segmento DE = прв 
(problema 2, DB < R). Y, por fin, construyamos a la izquierda del 
punto С el segmento AF = (п — 1) т AC (en este caso el segmento 
СЕ = [(n— 1)т + 1]CA). El segmento FE = пАВ es buscado. (En 
el dibujo 36: m = 3, n = 2.) 

Demostración. El segmento 
FE = ҒА + AD + DE = (п — 1)mAC + тАС + прв = nmAC + 


+ прВ = п(тАС + DB) = (AD + DB) = пАВ. 


DIBUJO з. 


Observación. Para que el segmento construido coincida en su 
extremo izquierdo con el punto А, es necesario trazar previamente 


* El punto X, será hallado, si зе traza AX, = 
= AE + EX, (véase la observación para el problema 6) 


a la derecha del punto Е el segmento EK que sea igual y 
paralelo а! segmento HD(AC = HD) (problema 23) y luego, en vez 
del segmento AF, construir EM = (п – 1)mEK. Entonces AM = 
= пАВ. 


PROBŁEMA 26 (segunda operación fundamental). Del punto dado 
O, como centro, describir la circunferencia del radio dado AB. 

Construcción. Si АВ < К, valiéndose del compás dado con 
abertura limitada, la circunferencia se describe inmediatamente. 
Pero, si AB > R, entonces con el compás dado, no podemos dibujar 
la circunferencia en forma de una curva continua, sin embargo 
en este caso es posible obtener cualquier numcro de puntos situados 
de modo cualquier que sea denso en la circunferencia dada que 
tiene prefijados el centro y el radio (dibujo 37). 


DIBUJO y 


Tracemos el segmento а= 2 (problemas 21 у 24), eligiendo 


el número n tal que о < R. Describamos la circunferencia (O, а), 
tomemos en ésta un punto arbitrario X, y construyamos el 
segmento ОХ =2"0X, (problema 2, OX, =a < К). El punto X 
pertenece a la circunferencia dada (O, AB). 
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Al cambiar la posición del punto X, en la circunferencia 
(O, a) se puede obtener cualesquiera que sean puntos de la 
circunferencia dada, 

Si en la circunferencia dada ya están determinados dos puntos 
X e Y, siendo que XY<R, DX < К, los puntos ulteriores de 
circunferencia se hallan del modo siguiente, Describamos las 
circunferencias (Y, X) у (D, X) hasta su encuentro en el punto 2. 
El punto Z se halla sobre la circunferencia dada. Describamos 
las circunferencias (D, C) y (Y, C), en la intersección obtenemos 
el punto E. Si luego se trazan las circunferencias (Z, Y) y 
(E, Y), entonces construiremos un punto más de la circunferencia, 
еіс. 


Demostración. El segmento ОХ = ?"-a = 2.48 = АВ. 


ркОвимА 27 (tercera operación fundamental) Encontrar los 
puntos en que se cruzan las dos circunferencias dadas (O, AB) y 
(01, CD). 

Construcción. Si los radios de ambas circunferencias no son 
mayores que R, la obtención de sus puntos de intersección se 
realiza directamente con ayuda del compás. 

Supongamos ahora que el radio de una circunferencia dada 
(о de ambas) es mayor que К. 


AB CD 
7 , b > 
(problemas 21 y 24); tomemos el número n tal que а<К y 
b < R(dibujo 38), 

Describamos las circunferencias (О, a) y (E, b) y notemos los 
puntos X, e Y, en que éstas se cruzan. 

Si ahora se trazan los segmentos ОХ =2"0X, y OY=7"0Y,, 
obtendremos los puntos buscados X e Y de intersección de las 
circunferencias dadas (O, AB) y (0,, CD). 

Demostración: 


Tracemos los segmentos а= 


од, 
ОЕ = 
у 7 


Puesto que los triángulos ОХО, у OX,E son semejantes 
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01X =7-EX1 sr- S= ср. 
De la misma manera obtendremos О: Y= СР. 


prosLema 25 Construir el punto С, que sea simétrico al punto 
dado C con respecto de la recta dada AB. 


DIBUJO за. 


Construcción. Para AC<R y ВС < К. la construcción se da 
en el problema І. Si la distancia entre el punto С y la recta 
dada AB es menor que R, entonces, aprovechando el problema 22, 
en recta siempre se puede encontrar los puntos A, y B, de tal 
modo que CA, < К y CB, SR. 

Supongamos ahora que la distancia entre el punto C y la recta 
dada AB es mayor que R. Podemos considerar que AB < 2R; 
en caso contrario encontremos estos puntos en la recta dada 
según el procedimiento empleado en el problema 22. 
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Tomemos en el plano un punto arbitrario E de tal modo que 
CESR y la recta CE pasa entre los puntos 4 y B. Tracemos 
el segmento CD=mCE para lo que hacemos CE HD 
(problema 2). El punto E y el número m se eligen asi que los 
segmentos AD, AH, BD y BH no sean mayores que R. 

Encontremos los puntos D, y H, simétricos a los puntos D y 
H respecto a la recta dada (problema 1). Tracemos el segmento 
Р.С, =mD,H,. El punto C, es buscado, simétrico al punto 
dado С respecto a la recta AB (dibujo 39). 


DIBUJO 39. 


La validez de la construcción es evidente. 


PROBLEMA 2 (cuarta operación fundamental) Encontrar los puntos 
de intersección de la circunferencia dada (O, CD) con la recta 
prefijada mediante los puntos А y B. 

Construcción, cuando la recta mo pasa por el centro de la 
circunferencia. 

Construyamos el punto О, simétrico al centro O de la 
circunferencia dada respecto a la recta AB (problema 28) 
Determinemos los puntos Х e Y en que se cortan las circunferencias 
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(0, CD) y (0,, CD) (problema 27) Los puntos X e Y son 
buscados. 
Construcción, cuando la recta pasa por el centro de la 


circunferencia * (dibujo 40). 


т R 
Tracemos el segmento 7 = Econ la condición de que r < F 


5 
| 
Sr 


DIBUJO 40. 


(problemas 21 y 24). Describamos la circunferencia (0, ғ) y la 
cortemos en los puntos A, y B, рог la circunferencia (А, d) o la 
(В, d), donde d es un segmento arbitrario que es menor o igual 
а R. Si incluso cuando d =R las circunferencias (A, R) о (В, R) 
по intersecan la circunferencia (O, r) (en este caso O4>R+r 
у ОВ> К+ г), entonces al aplicar el procedimiento empleado 
en el problema 22, determinemos el punto E en la recta AB así 
que OE<R+r; la circunferencia (F, 4) cortará (O, r) en los 
puntos A, y B,. Al cambiar la magnitud del radio d es conveniente 
R 


lograr que el segmento а = А,В; < 7 


» Para comprobar este hecho véase la observación 
del problema 1 
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Dividamos ambos arcos А,В, de la circunferencia (0, r) 
mediante los puntos X, е Y, por la mitad (problema 4). 
Tracemos Jos segmentos ОХ =2"0X, y OY=2"0Y, (problema 2, 


ох, ок) Los puntos Х е Y son los buscados de 


intersección de la recta dada con la circunferencia dada. 

La mayor de las circunferencias descritas en curso de la 
construcción dada será la obtenida al dividir el arco A,B, рог 
la mitad. Cuando el arco se divide por la mitad (véase el 
problema 4) el radio de la circunferencia mayor es igual а 


BC = |2а? + r? (véase el dibujo 5). En nuestra construcción este 
т y 
radio será 28? +r? < G) + (5) <Е. 


PROBLEMA 30. Construir el segmento cuarto y proporcional a los 
tres segmentos dados a, b у с. 

Construcción. Si a<R, b<R y с<К, la construcción se 
puede ver en el problema 3. 

Dado ahora que por lo menos una de las desigualdades 


indicadas no tiene lugar. Tracemos los segmentos а, = = b= 


= = yas (Problemas 21 y 24), además los numeros naturales 


п у m зе eligen de tal modo que а, SR, bi SR, а SR 
у с < 24. 

Tracemos el segmento x, que sea cuarto y proporcional а los 
segmentos ај, b, у сү. Si ahora se traza el segmento х = 2"x, 
(problemas 2 y 25), encontraremos el segmento buscado que será 
cuarto y proporcional a los tres segmentos dados a, b y с. 

Demostración. La proporción 
а b с 


ттт” 


se puede escribir así: 
а:Ь = с:2"х,. 
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PROBLEMA 31 (quinta operación fundamental). Determinar el punto 
de intersección de las rectas dadas AB y CD cada una de las 
cuales está determinada mediante dos puntos. 

La construcción del punto de intersección de las rectas dadas 
mediante un compás con abertura Jimitada se realiza del mismo 
modo como se ha hecho en el problema 7, sin embargo, en 
vez de los problemas f y 3, emplearemos los problemas 28 y 
30, respectivamente. Para determinar el punto E apliquemos el 
problema 27. 

Observación. A base del problema 22 es posible siempre 
elegir los puntos A, В, С y D (que determinan las rectas 
dadas) hasta tal grado próximos unos a otros que todas las 
circunferencias descritas en curso de esta construcción tendrán 
radios no mayores que R y, por consiguiente, pueden describirse por 
medio del compás con la abertura limitada de brazos. 

Basándose sobre todo lo expuesto anteriormente en el párrafo 
dado llegamos a la conclusión siguiente. 

Todas las cinco operaciones fundamentales (problemas más 
simples pueden cumplirse (resolverse) mediante un solo compás 
que describe las circunferencias, cuyos radios no superan cierto 
segmento R prefijado de antemano. 

Cada problema geométrico de construcción que se resuelve con 
ayuda del compás y la regla, siempre se reduce al cumplimiento 
de una serie finita de las operaciones fundamentales que se 
realizan en un orden determinado ($ 1). 

Entonces tiene lugar el teorema siguiente. 

ТЕОКЕМА Todos los problemas geométricos de construcción que 
se resuelven con ayuda del compás y la regla, pueden solucionarse 
precisamente también mediante un solo compás que describe las 
circunferencias, cuyos radios no superan cierto segmento prefijado de 
antemano, 

Examinemos ahora el método general que se usa para solucionar 
los problemas de construcción mediante un solo compás, las 
aberturas de piernas del cual están limitadas por arriba con 
el segmento R. 

Supongamos que es preciso solucionar cierto problema de 
construcción que se resulve con ayuda деј compás y la regla, 
valiéndose sólo de un compás con abertura limitada de piernas. 
Imaginemos que este problema está resuelto con ayuda de un solo 
compás aplicando el método clásico en que el compás se usa 
libremente, cuando no se superponen algunas limitaciones sobre la 
abertura de brazos; como resultado obtendremos cierta figura Ф 
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compuesta de unas circunferencias solamente, cuyo numero se toma 
finito, Designemos con R, el radio mayor de todas las circunferencias 
que forman la figura Ф. Si resulta que R, < К, entonces la 
construcción indicada puede cumplirse mediante el compas dado 
con abertura limitada de piernas. 

Sca ahora R, > К. Tomemos el numero natural n tal que 


Ri < R. Sı ahora todos los segmentos que se dan сп la condición 
del problema, incluyendo también los segmentos que determinan 
los radios de las circunferencias prefijadas, se disminuyen 2” veces 
y luego se realiza la solución del problema, utilizando el compás 
dado, como resultado obtendremos la figura Ф; que es semejante 
а la figura Ф con cl coeficiente de semejanza igual а 


= Todas las circunferencias de la figura @ pueden dibujarse 
con ayuda del compás dado, puesto que sus radios no son 


Ri 
25 
entre los datos expuestos ел la condición del problema se encuentra 
cierta figura W en el plano del dibujo, entonces es necesario 
uno de los puntos de esta figura tomar como centro de semejanza 
O y trazar la figura W' semejante a la primera con el cocficiente 


1 
de semejanza =>, 


ex) Además, hay que señalar que 5 


К, 
mayores que > 


(es decir, disminuir la figura W 2" veces) 


Designemos con Ҹ” aquella parte de la figura Ф que se 
acepta por el resultado buscado. Tracemos la figura Ч semejante 
а la figura Y' con el centro de semejanza O y el coeficiente 
de semejanza 2" (aumentamos la figura Y! 2" veces) para lo que 
trazamos los segmentos 


OX,=20X,, ОХ, = YOX}. ... ОХ, = УОХ,, 


donde con Ху, Ху. ..... Xi están designados todos los puntos 
de intersección de las circunferencias de la figura Ч, y los 
centros de estas circunferencias. Los puntos Xy, Ху, ... , Xy де 
la figura Y serán centros y puntos de intersección de las 
circunferencias que forman esta figura. 
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La figura Y representa el resultado buscado de solución del 
problema dado. Las rectas y las circunferencias cuyos radios 
son mayores que R, no pueden dibujarse еп la figura Y con ayuda 
del compás dado; pueden ser trazadas en forma de puntos que 
se adhieren de modo cualquier que sea denso unos a otros 
(problemas 22 y 26). 

Para ilustrar todo lo expuesto se puede aducir la solución del 
problema 27. En esta resolución Ф está formada por las 
circunferencias (O, AB) y (01, CD). Los elementos dados son dos 
puntos O, O, (que representan la figura dada W) y dos segmentos AB 
y CD. La figura Ф' consta de las circunferencias (O, a) y (E, b) 
(junto con los centros O y E). La figura Ч” que se acepta en 
la figura Ф” por el resultado buscado, consta de dos puntos 
X, e У. El resultado buscado de solución es la figura 'Y formada 
por los puntos X e Y. O es el centro de semejanza (en el dibujo 
38 se ha elegido 2" = 4, n = 2). 

Al solucionar los problemas de construcción el número n 
suele ser desconocido, puesto que con el círculo dado no podemos 
trazar la figura Ф, y por tanto no conoceremos el radio R, de 
la circunferencia más grande entre las demás. Teniendo en cuenta 
esta circunstancia la solución del problema por medio del compás 
dado con abertura limitada se realiza hasta que lleguemos a la 
circunferencia del radio r, > R. Determinemos el número natural 


пу así, que = < R. Disminuyamos los segmentos dados 2" veces 


y de nuevo empecemos la solución del problema dado; como 
resultado nosotros o bien resolveremos por completo el problema 
y trazaremos la figura Ф, o bien de nuevo llegaremos а la 
circunferencia del radio г; > К. Determinemos el número natural 


п, (<r) y de nuevo disminuyamos los segmentos 2" veces 


(а! mismo tiempo los segmentos, dados en la condición del 
problema, disminuirán 2”*"yeces), etc. Después de un número 
finito de pasos la figura Ф’ será trazada. 

Utilizando el método general de solución no es difícil trazar 
por medio de un compás sólo con abertura limitada las figuras 
inversas al punto, a la recta o la circunferencia dados. 

En conclusión del párrafo aduzcamos la solución del problema 
siguiente. 
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PROBLEMA 32. Dividir el segmento dado АВ en cinco partes 
iguales, si no podemos tener un segmento cinco veces mayor que 
el segmento dado АВ = а. 

En la obra voluminosa de L. Mascheroni “La geometría del 
compás" este problema es único que está resuelto con la limitación 
indicada en la condición. 

Construcción. Describamos la circunferencia (B, A) y hagamos 
AC = Ср = DE = a (dibujo 41). Tracemos las circunferencias (А, D) 


DIBUJO 4. 


y (E, С) hasta su encuentro en los puntos F y Р,. Marquemos 
el punto Н de intersección de la circunferencia (F,, AB) con la 
circunferencia (B, A). Describamos luego las circunferencias (H, F,) 
y (F. AE) y en la intersección obtengamos el punto G. En la 
circunfeencia (В, А) tracemos las cuerdas АК = AK, = F;G. Si se 
trazan las circunferencias (К, А) у (Кү. A), entonces en la 
intersección marcaremos el punto buscado X. El segmento 


1 
BX =34B. 


Demostración. Supongamos que en la circunferencia (Н, Ру) el 
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punto М es diametralmente opuesto al punto F, y дие М es el 
punto de intersección de las rectas HF y MG. El segmento 
BF = BF, = ү 2 АВ. La longitud de la tangente trazada desde el 
punto F hacia la circunferencia (H, F,) es igual a 


b=\FF, FB=Y2//24B-/2AB =24B. 
Pero, por otro lado, FG = 24В según la construcción, lo que 
significa que la recta FG toca la circunferencia (H, F,) en el 
punto б. 
Del triángulo rectángulo FGH se deduce que 


НЕ = үНбї + GF = УЗАВ. 


El triángulo FMF, es isósceles, puesto que el ángulo F,BM es 
recto y se apoya sobre el diámetro F,M de la circunferencia 
(H, ЕК). Esto significa que MF, = МЕ =2АВ. 

El triangulo MGF también es isósceles (МЕ = РС = 2АВ), рог 
eso MG НЕ. 

Del triángulo rectangulo HGF para el que el segmento GN es 
altura, obtenemos 


HG? = а? = HF-HN =/5a-HN 


HN = ==. 
үз 
De los triángulos rectángulos HNG y MGF, encontramos: 


NG = V=-( - 2) аЛ ai 


16a? _ 4a? 
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СЕ} = да“ – 
Y, por fin, del triángulo rectángulo AKE tenemos: 


AX | 
K? =GF = AE- АР = 2АВ-—— = AX -AB 


De aquí 
1 
BX = АВ. 


$ 6. CONSTRUCCIONES MEDIANTE 
UN COMPAS CON ABERTURA DE VARILLAS 
LIMITADA POR ABAJO 


En este párrafo utilizaremos el compás cuyas aberturas de 
varillas están limitadas sólo por abajo mediante un segmento 
R min prefijado de antemano. Con ayuda de este compás se puede 
describir las circunferencias de todo radio que sea mayor o igual 
al segmento К. En ulterior en vez de Ry escribiremos 
simplemente К. 


PROBLEMA 33. Trazar el segmento п veces mayor que el segmento 
dado АА). 

Construcción. Tracemos el segmento АЕ que es perpendicular 
al segmento dado AA¡( problema 8, tomamos OA > R). 
Determinemos el punto E' que es simétrico al punto Е respecto a ја 
recta АА, (problema 1, aqui АЕ > К y АЈЕ > К). Determinemos 
el punto А; que es simétrico al punto А respecto а la recta EE”. 
El segmento АА, = 2AA, (dibujo 42). 

Describamos Juego la circunferencia (E, A) y tracemos las 
cuerdas AB, = B,C, = CE, que son iguales а) radio. El segmento 
A£, L АА. Encontremos el punto E; que es simétrico al punto 
E, respecto a la recta AA. Si ahora se hallan los puntos 
Ay y А, que son simétricos a los puntos А, y A. respectivamente. 
entonces tendremos 


ААу = ЗАА,, АА, = 444. 


En ulterior la construcción se repite de modo análogo. 

Si 44, > К. entonces la construcción se da en el problema 2 

Los radios de todas las circunferencias aducidas en esta 
construcción no son menores que el segmento R. 

Observación. Con toda la evidencia de la construcción expuesta 
se deduce que los puntos 42, As, As, Ass, ... pueden construirse 
inmediatamente, omitiendo en esta construcción los puntos Ay, 
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As, Аб, Аз, As, ... etc, es decir, encontrar los segmentos que 
sean 2, 4, 4, 8, 16, .... 2” veces mayores que el segmento 
dado АА,. 


DIBUJO 42. 


1 
рвовшема з Trazar el segmento igual а => del segmento dado 


AB (es decir, dividir el segmento en n partes iguales). 
Construcción. Si AB>R, entonces la construcción se da en 
el problema 9. 
Sea ahora AB < К. Tracemos el segmento AB' = mAB (problema 
33) y, además, el número natural m se toma tal que А? >К. 
Dividamos el segmento en п-т partes iguales (probiema 9). 


Obtenemos el segmento buscado AX = 28. 


En realidad, АХ = — = == 
nm nm п 
Observación. Si en el caso dado en vez de la construcción 
usada en el problema 9 se emplea la construcción del problema 


10, obtendremos el segmento AX = AB. 


La solución del problema 5 también sirve para un compás que 
tiene abertura de brazos limitada por abajo. 


РЕОВЊЕМА 35 (segunda operación fundamental). Desde el punto 
dado O como centro, describir la circunferencia de radio AB =7. 
Construcción. Si АВ > В, la circunferencia se describe 
directamente con ayuda del compás dado. Pero si AB < К, entonces 
no podemos dibujar mediante el compás dado las circunferencias 


DIBUJO 8. 


en forma de una curva continua; en este caso es posible obtener 
un número arbitrario de puntos que se sitúan de modo cualquier 
que sea denso en la circunferencia prefijada por el centro y el 
radio. 

Sea АВ < К. Con un radio arbitrario а> К +r describamos 
las circunferencias (O, a) y (А, A) y еп la segunda de éstas 
tomemos dos puntos С y D de tal modo que CD > R. Si ahora en la 
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circunferencia (O. a) se traza la cuerda C,D, = CD у se describen 
las circunferencias (Cı, CB) у (Dı, DB), entonces en la intersección 
obtendremos el punto X que se halla sobre la circunferencia 
dada (O, r). Al cambiar la posición de la cuerda C¡D, еп la 
circunferencia (O, a) se puede construir cualesquier que sean 
puntos de la circunferencia dada. 

La validez de la construcción descrita se deduce inmediatamente 
de ta igualdad que hay entre los triángulos ACD=0C,D, y 
BCD = XC, D, 

Indiquemos ahora el método general usado para solucionar los 
problemas geométricos de construcción mediante un compás cuyas 
aberturas de varillas están limitadas por abajo con el segmento 
R. Aplicando este método se puede solucionar cualquier problema 
de construcción resoluble con ayuda del compás y la regla, 
incluyendo también los problemas fundamentales más simples tercer, 
cuarto y quinto. 

El método general empleado para resolver los problemas de 
construcción con un compás que describe las circunferencias 
cuyo radio no es menor que R, coincide con el método general 
usado para solucionar los problemas, expuesto en el $ 5. 

La diferencia entre estos métodos consiste en el hecho de que 
los segmentos dados en la condición del problema no es necesario 
disminuir 2" veces, sino, que al revés, aumentar n veces (o 2" 
veces) (problema 33) A continuación hay que trazar la figura Ф' 
que será semejante а la figura Ф y n veces mayor que la primera. 
El número n se toma tal que todas las circunferencias de la 
figura Ф' tengan los radios mayores que К у, рог lo tanto, 
podrían ser descritas con ayuda del compás dado (nR; > R), donde 
R, es el radio de la menor circunferencia en la figura Ф. La 
figura Y que representa en sí el resultado buscado de solución 
del problema, se traza n veces menor que la figura W' 
(problema 34). 

De esta forma hemos llegado al teorema siguiente. 

ТЕОКЕМА Todos los problemas geométricos de construcción 
resolubles con uyuda del compás y la regla, pueden solucionarse 
precisamente utilizando un solo compás que describe las circunferencias 
cuyos radios no son menores que un cierto segmento prefijado 
de antemano. 
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$ 7. CONSTRUCCIONES MEDIANTE UN COMPÁS 
CON ABERTURA CONSTANTE DE VARILLAS 


Las construcciones geométricas mediante un compás con abertura 
constante que permite describir las circunferencias solamente del 
radio R se examinaron por muchos científicos. Una parte 
considerable de la obra del matemático árabe Abu-Vafa “Libro 
de construcciones geométricas” está dedicada a este problema. 
En la solución de los problemas de construcción mediante un 
compás con abertura constante se ocupaban Leonardo de Vinci, 
Cardano, Tartaglia, Ferrari y otros. 

Empleando el compás con abertura constante e igual a К 
podemos levantar perpendicular al segmento AB en su extremo, si 
solamente AB < 2R (problema 8); podemos aumentar el segmento 
R 2, 3,4, ... veces (problema 2). Si AB<2R у ABAR, entonces 
es posible construir los puntos de la recta AB (problema 5), 
cambiando además cada vez la posición de los puntos simétricos 
С y Сү. Sin embargo no podemos dividir con ayuda de este 
compás los segmentos y las cuerdas en partes iguales, encontrar 
los segmentos proporcionales, etc. 

De este modo, con ayuda de un solo compás con abertura 
constante es imposible solucionar todos los problemas de construcción 
que pueden resolverse por medio del compás y la regla. 

Tomando en consideración los resultados obtenidos en los 
$5, 6 y 7 conviene señalar que aqui queda sin solución el 
problema acerca de la posibilidad de resolver los problemas 
geométricos de construcción mediante un compás con abertura 
limitada de varillas simultáneamente tanto por arriba, como por 
abajo, es decir, mediante el compás con que se puede describir las 
circunferencias de radio no menor que Rmn у по mayor que ЙК. 

¿ Qué problemas se puede solucionar usando dicho compás? 
¿Es posible o no solucionar todos los problemas de construcción 
resolubles con ayuda del compás y la regla? Si esto es así, 
¿puede o no la diferencia К, — R min ser cualquier que sea pedueña? 
En otras palabras, es posible o no solucionar todos los problemas 
de construcción que se resuelven empleando el compás y la 
regla, mediante el compás con abertura “casi” constante 
Como ya hemos señalado al principio del párrafo dado todos 
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estos problemas по se puede solucionar '? mediante un sólo compás 
con abertura constante, 

Según nos parece. cierto interés presentan también los problemas 
siguientes que саз no se han descrito en la literatura. 

1. La investigación de las soluciones de problemas geométricos 
de construcción aprovechando el compás con abertura limitada 
(sólo por abajo y sólo por arriba o simultáneamente por abajo 
y por arriba) y con la regla de longitud constante. La indicación 
de los métodos más simples de construcciones. 

2. El estudio de las construcciones geométricas realizadas con 
una sola regla (construcción de Steiner), cuando en el plano 
del dibujo está dada una circunferencia auxiliar (O, R) y la regla 
tiene una longitud constante | Además tienen importancia los 
casos de I< R y [> К. 


$ 8. CONSTRUCCIONES MEDIANTE 
UN COMPAS A LA CONDICIÓN DE QUE TODAS 
LAS CIRCUNFERENCIAS PASEN POR 
UN MISMO PUNTO 


En este párrafo examinaremos la solución de los problemas 
geométricos de construcción realizados mediante un solo compás, a 
la condición de que todas las circunferencias descritas pasarán 
a través de un mismo punto del plano”. 

pgrmición Como el ángulo de intersección de las dos 
circunferencias (en caso general, de las dos líneas curvas) se entiende 


U Observación para la edición en español. Después de 
salir a la luz la edición rusa del folleto presente el autor se enteró de 
que en 1931 el matemático japonés Kitizi Yanagihara había resuelto 
este problema. El demostró que: “todos los problemas de construcción 
resolubles con el compás y la regla, pueden solucionarse con precisión 
mediante un solo compás también, si la magnitud del radio está limitada 
simultáneamente tanto para arriba, como por abajo con los segmentos 
Ri y R: А, <r < В). K. Yanagihara, On limited Mascheroni geometrical 
construction, The Tohoku Math. J. 34, 1931 

21 En este párrafo no se superponen algunas limitaciones 
sobre aberturas del compás. 
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el ángulo formado por dos tangentes trazadas hacia estas 
circunferencias (lineas curvas) en el punto de su intersección. 
Las circunferencias se llaman ortogonales si se cruzan bajo 
el ángulo recto. 

Teorema 1. Si la circunferencia (O, R) se cruza con la circunferencia 
de inversión (O, r) de modo ortogonal, entonces aquella es inversa a 
si тета". 

Demostración, Si las circunferencias se intersecan de modo 
ortogonal, entonces el ángulo OAO,, formado por los radios 
trazados hacia el punto de intersección de estas circunferencias 
es igual al ángulo recto. Esto significa que la recta OA es 
tangente trazada hacia la circunferencia (0, R) en el punto 4 y 


ОР.ОР' = ОА? =r. 


La última igualdad es válida para cualquier secante ОР. El 
punto P' es de inversión al punto P. El arco APA, de la 
circunferencia (O,, R) es inverso al arco AP'A, (dibujo 44). 


DIBUJO 44, 


En el problema 11 se ha dado el trazado del segmento que 
es 3" veces mayor que el segmento dado АА». En proceso de esta 
construcción todas las circunferencias pasan por el punto А. La 
excepción representa la circunferencia (А, Ap) que describimos 
para determinar los puntos E y Ё’, al trazar las cuerdas АЕ = EC 
у АЕ = ЕС. 


D Es valido también el teorema inverso, sin embargo 
en el párrafo dado éste no se aplicará. 
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Sin embargo es posible no dibujar la circunferencia (А, 40), 
sino que actuar del modo siguiente. 

Hagamos la abertura del compás igual а АА y coloquemos la 
punta del lápiz en el punto „А, luego, sin cambiar la abertura 
del compás, situemos la varilla de modo que la punta de aguja 
caiga sobre el arco de la circunferencia (А0, А). La punta de 
aguja del compás se ubicará en el punto E o en el Е. Si ahora 
se describe la circunferencia (E, A), entonces en la intersección 
con la circunferencia (Ао, A) construiremos el punto С. Del mismo 
modo se puede trazar el punto С. 

Por consiguiente puede trazarse el segmento 3" veces mayor 
que el dado (problema 11) para que todas las circunferencias 
pasen por un mismo punto. 

Las soluciones de los problemas 15, 16, 17 se han realizado asi 
(véanse los dibujos 26. 28, 29) que todas las circunferencias 
pasen por un mismo punto O que es el centro de inversión, Para que 
en el trazado del punto X que es inverso al punto C siendo 


0С < = (problema 15) también todas las circunferencias descritas, 


sin excepción, pasen por el mismo punto O, es preciso en vez 
r 
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ОС, = У -0С > 3 iproblema 11, tomando en consideración las 


del segmento ОС, = пОС > — (dibujo 27), trazar el segmento 


observaciones que se han hecho al comienzo de este párrafo) 
y trazar ОХ = У 00. 

Entonces. al usar un compás se puede obtener el punto inverso 
al punto dado, describir la circunferencia que pase por el centro 
de inversión y que sea inversa a la recta dada y trazar la 
recta inversa a la circunferencia que pasa por el centro 0, 
describiendo además las circunferencias a traves del mismo punto 
O, es decir, centro de inversión. 

Como ya hemos señalado en ia “Introducción” J. Steiner 
demostró que todos tos problemas de construcción resolubles 
mediante el compás y la regla, pueden solucionarse empleando una 
sola regla, si en el plano del dibujo se da una circunferencia 
constante (auxiliar) (О. R) y su centro. 

Supongamos ahora que cierto problema de construcción está 
resuelto por el método de Steiner: como resultado en el plano del 
dibujo se obtendrá la figura Ф compuesta además de la 
circunferencia auxiliar, sólo de las líneas rectas. Tomemos una 
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circunferencia arbitraria (О, r) con la única condición de que el 
centro O по se halle sobre la circunferencia (O,, R) y no se 
encuentre sobre ninguna de las rectas de la figura Ф, y aceptemosla 
por la circunferencia de inversión. Trazamos la figura Ф' que 
sea inversa a la figura Ф. La figura trazada ФУ será constituida 
sólo de las circunferencias las que, a excepción de las dos 
[circunferencia de inversión (O, r) y la circunferencia que es 
inversa а (O,, Ё)], pasarán por un mismo punto O que es el centro 
de inversión. 

Sí la circunferencia de inversión (O, r) interseca la circunferencia 
auxiliar (O,, R) bajo el ángulo recto, entonces, en virtud del 
teorema 1 la circunferencia (01, R) es inversa a sí misma. 
La figura Ф se compone de las lineas rectas, la circunferencia 
(O,, R) y, puede ser, de los puntos aislados; la figura ®' inversa 
а la primera se formará por la circunferencia (О,, К), las 
circunferencias que pasan por el centro de inversión O, las rectas 
inversas, y puede ser, los puntos aislados. Para trazar la figura Ф' 
será necesario aprovechar solamente los problemas 15 y 16. 

Así, al trazar la figura Ф’ que es inversa a la figura Ф, si 
la circunferencia de inversión interseca la circunferencia auxiliar 
bajo el ángulo recto, todas las circunferencias, incluyendo también 
las circunferencias con ayuda de las cuales se realiza la 
construcción de la figura ФУ, pasarán por un mismo punto 
O, a excepción de sólo dos circunferencias: circunferencia de 
inversión (O, г) y circunferencia (О, R). 

Para ilustrar lo expuesto anteriormente resolvemos e) problema 
siguiente. 


рковимл в Dada la circunferencia (O,. R} y el punto A que 
se encuentra en ésta. Bajar la perpendicular del punto dado С 
sobre la recta 0,4 empleando una regla. 

Construcción. Tracemos la recta O,A hasta su intersección 
con la circunferencia (O,. К). Si ahora se trazan las rectas 
AC y BC y designemos los puntos E y D en que éstas se cruzan 
con la circunferencia (O. R). Si ahora se trazan las rectas 
AD y BE hasta su encuentro en el punto F, la recta CF será 
perpendicular a la recta O,A. Designemos con H la base de 
perpendicular (dibujo 45). 

Demostración. Los segmentos CD y EF son alturas del triángulo 
AFC, puesto que los ángulos ADB y AEB son rectos, FC LAB. 
ya que las tres alturas del triángulo se cruzan en un punto В. 

Еп este problema la figura Ф está constituida por la circunferencia 
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(01, R) y seis rectas AB, АС, AD, CD, СЕ y EF. Determinemos 
al principio el punto O y el radio r de modo que las circunferencias 
(0, r) y (O,, В) se intersecan ortogonalmente. Para esto 


DIBUJO 45. 


aprovechamos de la solución del problema 8 (2° procedimiento); 
tomemos еп la circunferencia (O,, R) dos puntos arbitrarios 
К y М у tracemos KOLKO, (problema 8) para lo cual 
describamos las circunferencias (M, K) y(K,PK hasta su encuentro 
en el punto O (dibujo 45). El punto Р obtendremos en la inter- 
sección de las circunferencias (М, K) y (О, R). 

Cambiando la posición de los puntos K y M se puede construir 
el punto O que no se halla sobre ninguna de las rectas de la 
figura Ф. La circunferencia (O, К) coria con la circunferencia 
dada (O,, R) bajo el ángulo recto y puede tomarse рог la 
circunferencia de inversión; OK =r. 

La figura Ф' es inversa а la figura Ф, se compone de siete 
circunferencias (07, 0), (Oy, 0), (04, О), (05, 0), (06, О), (07, 0) y 
(O,R). [La circunferencia (Оу, R) es inversa a sí misma]. Las 
primeras seis circunferencias pasan por el centro de inversión 
O y son inversas respectivamente a las rectas AF, AB, АЕ, CD, 
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CF, y EF de la figura Ф. Los puntos А, В, С, Р, Е, F' y Н de 
la figura Ф son inversos a los puntos А, В, C, D, E, F у Н, 
respectivamente. Todas las circunferencias que se han trazado para 
describir las primeras seis circunferencias de la figura Ф', y también 
las circunferencias (M, K) y (K, P) están dibujadas para determinar 
el centro de inversión O y pasarán por un mismo punto del 
plano 0. 

De aqui se deduce el teorema: 

TEOREMA и. Cada problema geométrico de construcción resoluble 
empleando el compás y la regla, se puede solucionar valiéndose de un 
solo compás de modo que todas las circunferencias de construcción, 
a excepción de las dos (circunferencia de inversión y la auxiliar 
de Steiner) pasarán por un mismo punto que es el centro de 
inversión O. 

Supongamos ahora que cierto problema de construcción está 
resuelto por el método Steiner; como resultado obtendremos la 
figura Ф compuesta de la circunferencia (Оу, R) y las rectas, 
una parte de las cuales pasa por el centro 0,, Si la circunferencia 
auxiliar (Оу, R) se toma como las circunferencias de inversión y se 
construye la figura Ф’ que sea inversa a la figura Ф, entonces la 
figura dibujada Ф' será compuesta de las líneas rectas у las 
circunferencias para que todas estas rectas y circunferencias, a 
excepción de la circunferencia (O,, R) pasarán por un mismo punto 
01' prefijado de antemano. 

De aquí se deduce el teorema. 

TEOREMA Ш. Cada problema geométrico de construcción siempre 
se puede solucionar usando el compás y la regla así que todas 
las rectas y las circunferencias, a excepción de una circunferencia 


У A, Adler en [1] (vease pág. 80) afirma ($ 20) que sı la 
circunferencia auxiliar de Steiner (0, R) se acepta рог la de inversión, 
entonces: "Мо sólo es posible, como lo demostró en su tiempo Mascheroni, 
solucionar todos los problemas geométricos constructivos de segundo 
grado, al emplear exclusivamente un compás, sino se puede plantear 
incluso una condición más de que todas las circunferencias que forman 
parte de construcción, a excepción de una de éstas, pasen por un mismo punto 
elegido arbitrariamente”. 

La equivocación de esta afirmación se deduce del hecho de que 
todos los problemas de construcción resolubles con ayuda del compás y la 
regla, no se puede solucionar valiéndose de una sóla regla, si el centro de 
la circunferencia auxiliar О, no se conoce, es decir, sí a través del 
centro O, no se trazan las líneas rectas [que son inversas a si mismas 
(teorema П $ 3) y, por consiguiente, pertenecerán а la figura Ф7. 
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(circunferencia de inversión) pasen por un mismo punto prefijado 
de antemano que es el centro de inversión. 

Supongamos ahora que para solucionar los problemas 
geométricos de construcción aprovechando un solo compás se 
permite usar una vez la regla (o supongamos que en el plano del 
dibujo se encuentra la línea recta AB trazada mediante la regla). 
Elijamos una circunferencia arbitraria (O, r) con el centro O que se 
halla sobre la recta AB, como la circunferencia de inversión y 
tracemos la circunferencia (O,, R) que es inversa а la recta dada 
(problema 16). La circunferencia (Оу, R) pasa por el centro de 
inversión O y R=00,. 

La solución de todo el problema de construcción por el método 
de Steiner son la circunferencia auxiliar (O,, R) dará la figura 
Ф que se compone sólo de las lineas rectas y la circunferencia 
(О\, В); la figura Ф' que es inversa a la primera, además de la 
recta AB, será formada solamente por las circunferencias que 
pasan por el centro de inversión O. Además supongamos que 
ninguna de las rectas, al solucionar el problema por el método 
de Steiner, ha pasado por el punto O que se encuentra sobre 
la circunferencia auxiliar (O,, R); en caso contrario como la 
circunferencia auxiliar (O,, R); en caso contrario como la 
circunferencia de inversión (O, r) conviene aceptar alguna otra 
circunferencia, 

Si la linea recta AB no está trazada, pero se permite usar 
una vez la regla, entonces en el plano del dibujo elijamos una 
circunferencia arbitraria (О, R) en calidad de la auxiliar у 
resolvemos el problema propuesto empleando el método de Steiner. 
Luego tomemos en esta circunferencia un punto arbitrario O a 
la condición de que éste no se encuentre sobre ninguna de las 
rectas de figura Ф. Con el radio r<2R describamos la 
circunferencia (O, r) y designemos a través de A y B los puntos 
de su intersección con la circunferencia (О;, А). Tomemos la regla y 
tracemos la recta AB que será inversa a la circunferencia (0;, R), 
si se considera (O, r) como la circunferencia de inversión Luego 
tracemos la figura Ф' que sea inversa a la figura Ф. 

TEOREMA 1. Si en el plano del dibujo está trazada una linea 
recta todos los problemas de construcción resolubles, usando el 
compás y la regla, pueden solucionarse valiéndose de un sólo compús 
de manera que todas las circunferencias de esta construcción а 
excepción de una (circunferencia de inversión), pasen por un mismo 
punto del plano. 

Este teorema tiene cierta analogía con el teorema fundamental 
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de Steiner para la construcción con una sola regla en presencia 
de una circunferencia constante. 

Sea trazada actualmente en el plano del dibujo, empleando la 
regla, cierta figura ¥ compuesta de las líneas rectas y los segmentos 
(por ejemplo, dos lineas paralelas o un paralelógramo, etc.). 

Supongamos ahora que hemos resuelto cualquier problema de 
construcción aplicando el método de Steiner, al tomar la figura 
Ҹ como auxiliar. Entonces obtendremos cierta figura Ф compuesta 
sólo de las líneas rectas. La figura Y es una parte de la 
figura O, 

Tomemos una circunferencia arbitraria (O, г) a la condición 
de que el centro O no se halle sobre ninguna de las rectas 
de la figura Ф como la circunferencia de inversión y tracemos la 
figura Ф' que sea inversa a la figura Ф. La figura Ф' será 
compuesta de las circunferencias que pasan por un punto O que 
es el centro de inversión. 

TEOREMA У Si en un plano está prefijada (dibujada) cierta figura 
compuesta de las líneas rectas y los segmentos, entonces todos 
los problemas de construcción que se puede solucionar por el 
método de Steiner, aceptando esta figura por la auxiliar, siempre 
es posible resolver valiéndose de un solo compás de tal que todas 
las circunferencias, a excepción de una (circunferencia de inversión), 
pasen por un mismo punto que se elige arbitrariamente en el plano 
del dibujo. 
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